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Prefaţă 


în multe ță, printre care şi în ţara noastră, s-a trecut la predarea axiomatică a 
goometriei în liceu. 

Se pune întrebarea: ce fel de axiome să stea la baza manualului de Geometrie pentru 
clasa a IX-a? 

"Ținind seama de dificultăţile conceptuale şi tehnice legate de axiomatica lui Hilbert, 
s-au propus şi s-au pus în aplicare, în diferite ţări, variate sisteme de axiome. mai accesibilă 
pentru elevi. Avem la dispoziţie, in limba română: traducerile manualelor Alei zero, caro 
prezintă de fapt un model algebric al geometriei (definind succesiv structurile vectoriale, 
afine şi metrice) şi care au la baza lor axiomaticile lui H. Weyl, respectiv J. Diendonn6; 
traducerea din limba rusă a manualului de geometrie pentru clasele VI—VIL, redactat 
de un colectiv condus de academicianul A.N. Koimogorov; traducerea din limba engleză 
a cărţii lui E. Moise „Geometrie elementară dintr-un punct de vedere superior“, in care so 
expune într-o formă moditicată temui de axiome propus de G.D. Birkholt (în 1932) şi 
care stă la baza noilor manuale de geumetrie în S.U.A. Menţionăm că se folosesc şi sisteme 
de axiome care modelează grupul generat de simetriile axiale plane, de exemplu cel al 
lui G. Pickort, În axiomatica lui Kolmogorov simetriile axiale ocupă de asemenea un loc 
central. 

Dintre toate acestea am adoptat axiomele lui G.D. Birkholt în varianta lui 12. Moiso 
cu mici modificări, criteriile noastre fiind urmatoarele: 

a) menţinerea unui paralelism între nivelul abstract şi cel concret al gindirii; 

b) reflectarea şi posibilitatea interpretării cunoştinţelor cit mai direct în realita= 
tea fizică; 

c) asigurarea unui grad sporit de accesibilitate; 

d) posibilitatea participării active a elevilor la Jecţi 

e) integrarea cunoştinţelor de geometrie în ansamblul învățămîntului maternali 

1) valorificarea tradiţiilor învățămîntului! de geometrie din ţara noastră, 

La redactarea manualului ne-am bazat pe unele cunoştinţe de logică matematică; 
mulţimi, funcţii, numere reale pe care elevii le au din clasele anterioare sau le obţin în 
primele lecţii de la cursul de algebră. 

Simpliticarea realizată prin axiomatica lui Birkhoff, ca dbaltfel şi prin accea a lui 
Kolmogorov, rezidă în acceptarea distanței printre noţiunile fundamentale ale geomotrioi 
şi în atragerea în acest mod a numerelor reale în tratarea geomelriei. 

Menţionăm că în acest mod geometria unidimensional va fi algebrizată, tratarea 
aspectelor bidimensionale răminind sintetică, apropiată de cea tradiţională. Capitolul cu 
privire la puţinele elemente de geometrie analitică se leagă organic de tratarea sintetică 
prin punerea în prim plan a teoremei directe şi reciproce a lui Pitagora. 


Pste clar că pentru începători problema independenţei axiomelor se situează pe un 
ultim plan. Totuşi menţionăm că axiomele noastre sint independente, coea ce nu înseamnă 
însă că nu pot fi înlocuite cu axiome mai slabe. Din axioma riglei, ultima parte poate fi 
eliminată, axioma, de separare a planului poate fi înlocuită cu axioma lui Pasch, iar axioma 
L.U.L. poate fi restrinsă la formularea lui Hilbert, dar nu fără a cauza unele complicaţii 
tehnice. Măsura unghiurilor poate fi scoasă dintre noţiunile fundamentale şi atunci axioma 
U.3. devine supertluă, dar acest lucru creează dificultăți mai mari. 

Credem că este un avantaj că noţiunile delicate de „a fi între“ şi „congruenţă“ au 
primit definiţii directe, proprietăţile de ordonare devenind exerciţii cu module. De asemenca, 
s-au eliminat dificultăţile legate de aspectul dublu al proprietăţilor “de continuitate 
(pe dreaptă şi în R). 

Cu privire la capitolul IV dorim să observăm că instrumentul principal este formula 
distanţei între două puncte. Din această formulă decurge imediat condiţia de perpendicu- 
laritate, iar de aici ecuaţia dreptei. Cu aceleaşi mijloace stabilim formula cos (a — d) = 
= cos a cos b + sin a sih b pentru orice a, b e R, fără a fi necesar să se deosebească 
mai multe cazuri. 

In legătură cu folosirea materialelor bibliografice tradiţionale trebuig să arătăm că în 
geometrie avem proprietăţi de: incidenţă (coliniarităţi şi concurenţe), congruență, parale- 
lism şi ordonare (poziţia unui punct pe un segment, pe o semidreaptă, într-un semiplan sau 
a unei semidrepte în interiorul unui unghi etc.); soluţia tradiţională a unei probleme mai 
complexe constă în rezolvarea.riguroasă a aspectelor de incidenţă, congruență şi paralelism 

i admiterea unor situaţii de ordonare pe bază intuitivă. De regulă, o asemenea soluţie 
poate fi completată (uneori cu uşurinţă, alteori mai greu, eventual cu analiza mai multor 
cazuri posibile). Dacă s-a atins un anumit nivel de pregătire şi elevul a înţeles legătura dinlre 
intuiţie și deducție, și soluţia tradițională poate fi acceptată (sub rezerva posibilităţii de 
completare). 

De aceste consideraţii se leagă şi o obcervaţie cu privire la rezolvarea problemelor de 
geometrie cu un grad de dificultate mai ridicat. După ce problema a fost abordată ln nivel 
coneret, în mod intuitiv, pe baza desenului, soluţia întrezărită va fi controlată în mod 
riguros mai întti sub aspectul proprietăţilor de incidenţă, congruenţă şi paralelism (deci in 
mod tradiţional) şi abia după aceea în privința ordonărilor. Într-o ultimă fază rezolvarea 
se redactează la nivel abstract. Acest procedeu se motivează prin faptul că momentul 
decisiv în găsirea soluţiei este cel tradiţional, în timp ce aspectele do ordonare sînt mai 
tehnice, 

Părţile din text însemnate cu o linie laterală nu sint obligatorii. 

"'Tooromele, trebuie să fie reţinute întocmai, chiar dacă demonstrațiile sînt facultative, 
căci problemele nu pot fi abordate cu succes decit pe temeiul cunoașterii sigure 
a teoremelor. 

Unele dintre exerciţiile şi problemele din manual au fost preluate din alte manuale, 
culegeri de probleme și Gazeta matematică, fără a mai indica sursa, 

Ne face o deosebită plăcere să mul puimim profesorului universitar Rad6 Francisc pentru 
sprijinul acordat şi sugestiile sale la elaborarea acestui manual. 

Mulţumim de asemenea colectivelor de cadre didactice din Timisoara, Alexandria, 
Craiova, Constanţa, Galaţi, reterenţilor şi colegilor pentru observaţiile făcute, care ne-au 
fost de un real'tolos în definitivarea acestui manual. 


Autorii 


incidenţă, ordonare, congruență 


81 Studiul vat r 

Cunoştinţele de geometrie le obţinem în două moduri: intuitiv şi deductiv. 
Cunoștinţele intuitive sint extrase din observaţii şi experienţe. Din anumite 
cunoștințe geometrice putem deduce cu ajutorul logicii alte cunoştinţe; 
acestea din urmă sint obţinute pe cale deductivă, prin demonstraţie, fără a se 
recurge la intuiţie. 

În tratarea modernă a geometriei se caută a se prezenta cit mai multe 
proprietăţi pe cale deductivă. Bineînţeles, cunoștințele intuitive nu pot fi 
eliminate complet, căci geometria prin ele se ancorează în lumea reală, obiec- 
tivă. Pe de altă parte noi trebuie să avem la dispoziţie de la inceput o colecţie 
de proprietăţi geometrice, din care apoi să putem deduce altele. Această 
colecţie se limitează la un minim de propoziţii, care se numesc aziome. Axiomele 
sint admise fără demonstraţie şi reprezintă punctul de plecare în tratarea 
geometriei. 

În axiome şi în consecinţele lor intervin noţiuni de logică şi de teoria mul- 
ţimilor şi noţiunea de număr real, pe care le presupunem cunoscute. Afară de 
acestea, în axiome apar citeva noţiuni specifice geometriei, numite noțiuni 
geometrice fandamentale. Aceste noţiuni, extrase din lumea obiectivă, nu 
primesc în geometrie o definiţie directă, însuşi sistemul de axiome constituind 
definiţia lor. Celelalte noţiuni geometrice sint introduse cu ajutorul noţiunilor 
fundamentale prin definiţii directe. Proprietăţile geometrice demonstrate cu 
ajutorul axiomelor şi definiţiilor se numesc teoreme (cele de importanță mai 
mică sau care pregătesc alte teoreme se mai numesc leme sau propoziţii). 

Aşadar, la baza unui studiu modern al geometriei stau noţiunile funda- 
mentale şi axiomele care exprimă proprietăţi ale acestor noţiuni. Există 
diverse posibilităţi de a alege din multitudinea de noţiuni şi proprietăţi goome- 
trice noţiunile fundamentale şi axiomele. Noi vom considera următoarele 
noţiuni fundamentale: punct, dreaptă, plan, distanţă şi măsura unghiurilor*. 


* În axiomatica lui Hilbert noţiunile fundamentale sînt: punctul, dreapta, planul; 
incidența, relaţia „intre“ şi congruenţa. 


În acest manual vom studia geometria în plan în care se consideră existenţa. 
unui singur plan. Axiomele acestei geometrii le grupăm în axiome de incidenţă, 
axioma riglei, axioma de separare a planului, axiomele unghiului, axioma de 
congruenţă și axioma paralelelor. Treptat, după ce vom introduce cite o 
axiomă, vom defini imediat unele noţiuni şi vom demonstra un număr de 
teoreme. Se recomandă să reținem care dintre teoreme se bazează numai pe o 
parte dintre axiome, căci astfel vom înţelege mai profund legătura logică 
dintre proprietăţile geometrice și ne vom însuşi esența metodei axiomatice 
în matematică. 


Prima prezentare axiomatică a geometriei a fost dată de Euclid (365—300 t.e.n.), care: 
a servit ca model pentru cărţile de geometrie pină la sfirşitul secolului trecut. Axiomatica 
lui Euclid nu este perfectă; în axiome nu se vorbeşte de pildă despre proprietăţi de ordonare 
şi din această cauză în demonstraţii se face uz de intuiţie în mod tacit. Primul sistem: 
axiomatie complet al geometriei a fost dat de D. Hilbert în 1899. În acest manual, aşa 
cum am arătat şi în prefață, se pleacă de la axiomele lui G.D. Birkhoft*, într-o formă 
uşor modificată. 

În ţara noastră geometria a stat în atenţia multor savanți iluștri, care pe lingă cerce- 
tările lor originale au realizat și valoroase lucrări didactice, impulsionind învățămîntul 
goometric românesc. Dintre ei amintim pe Gheorghe TȚiţeica (1873—1939), Alexandru 
Myller (1879—1965), Gheorghe Vrânceanu (1900—1979), care au întemeiat o renumită 
şcoală de geomebrie diferenţială, pe Traian Lalescu (1882—1929), Dimitrie Pompeiu (1873— 
1954), care odată cu cercetările lor de analiză matematică au adus o remarcabilă contribuție 
şi în geometrie. Cu studii de 'axiomatica geometriei s-a preocupat renumitul algebrist Dan 
Barbilian (1895—1961), cunoscut şi ca poet sub pseudonimul Ion Barbu. Gazeta Matermna- 
tică (înfiinţată în 1895) antrenează și stimulează tineretul în studiul geometriei, 


Axiome 


de =nță ale geometriei în pl 


Primul grup de axiome se enunţă astfel: 


1. Planul este o mulțime de puncte, j notăm cu '7 


2. Orice dreaptă esto, o. submulțime. n lui 


enre nu sînt situate pe aceoaşi dreuplă 


i 
i 
I.3. Orice dronptă conține cei puţin două punete. În plan există tre 
t 
i 


4. Prin două puncte distinete treca o d aptă şi numai una 
Dacă A este un punct şi d o dreaptă, relaţia A € d se citește astfel: 
punctul A aparține dreptei d sau A este situat pe d sau d conţine pe A sau d 
trece prin A sau punctul A şi dreapta d sint incidente. Punctele A, B, C se 
zic coliniare, dacă există o dreaptă d astfel ca A € d, BEd,CEed. 
Fie A şi B două puncte diferite. Potrivit axiomei 1.4 există o singură 
dreaptă d astfel incit A € dşi BP € d; această dreaptă d va fi notată cu AB. 


ma 3. Două drepte difarițe au cel mult un puiet comun 


Demonstraţie. Să presupunem că teorema nu este adevărată. Atunci 
există două drepte d,, d, şi două puncte P, Q astfel incit d, £ d, P74Q, 


* George David Birkhoft (1884—1944) matematician american. 


P,Q € d, P,Q E da: Conform axiomei 1.4 d, = PQ,d, = PQ, dei 
în contradicţie cu d, şi d. Aşadar presupunerea noastră ne-a condus la îi 
contradicţie. Rezultă că teorema este adevărată. a 


Observaţie. Metoda folosită în această demonstraţie se numeşte metoda reducerii la + 
absurd. Ea constă în a arăta că negarea concluziei teoremei conduce la o contradicţie, 


Exerciţii 


1. Oricare ar fi dreapta d, putem găsi în planul 7 un punct nesituat pe d. 

Rezolvare. Presupunind contrariul, toate punctele planului sint situate pa dreapta d, 
ceea ce este în contradicţie cu axioma 1.8. 

2. Dacă A, B, C sint trei puncte necoliniare, dreptele AB, BC, CA sint distincte 
două câte două. 

8. Presupunind că există în 2 punctele A, B, C, D dintre care nu avem trei coliniare, 
să se arate că dreptele AB, AC, AD, BC, BD, CD sint distincte două cite donă. 

4*. Să presupunera că A, B, C, D, E sînt cinci puncte diferite, A, B, C sint coliniare 
și D, E & AB. Dintre dreptele AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE cite pot 
fi distincte cel mult? Arătaţi o situaţie în care avem mai puţize drepte distincte, 

„ Pot exista 5 puricte în 2 asttel încit unite două cite doua, să obţinem exact 7 drepte 
distincte? 


$ 3. Distanţa şi axloma riglei 


Ştim din experienţă că fixînd o „unitate de măsură“ (un „segment etalon“) 
şi folosind procedeul de măsurare, fiecărei perechi de puncte putem face să-i 
corespundă un număr real (nenegativ) unic, „distanța între cele două puncte“. 

În tratarea noastră, distanța este o noțiune fundamentală. Adrnitem deci 
că oricare ar fi punctele A, B € P există un număr real unic, notat cu AP 
sau d (A, B), care se numeşte distanța între A şi B. 

Pentru două puncte oarecare A şi B, distanța AB este un număr 
real unio. 


Observaţie. În aplicaţiile practice se folosesc mai multe unităţi de măsură, de exemplu 

1 m, 1 km, 1 cm etc.; în aceste cazuri trebuie să se indice unitateu respectivă. Spre deose- 

bire de această situaţie, la noi distanța este un număr real. De exemplu d(4, B) = AB = 
= 5 şi nu 5em. ţ 

Noţiunea fundamentală este de fapt o funcţie 3:72 x 2—R, numită funcţie» 

distanţă. Într-adevăr, ştim că un element oarecare al produsului cartesian 2 x ? este 

o pereche de puncte (4, B) şi deoarece acesteia îi corespunde numărul real AB 

determinat în mod unic, avem o funcţie definită pe mulțimea 2 x ? cu valori în R. 


In clasa a VII-a s-a învăţat despre reprezentarea numerelor reale pe o 
dreaptă, ceea ce permite să definim o funcţie bijectivă f intre mulţimea punctelor 
unei drepte d și mulţimea numerelor reale BR. Intuitiv, punem în evidență 
această funcţie însemnind unele puncte de pe dreapta d şi scriind sub ele 
numerele care le corespund, de exemplu punctului A îi corespunde 2, punctului 


* Problemele prevăzute cu steluţă se adresează cercurilor de elevi. 


Fig. 1.1 


B 0,6 punctului C —41,3 (fig. 1.1). În acest fel dreapta d apare ca o „riglă 
gradată infinită“, Cu ajutorul ei putem cunoaşte distanţa dintre două puncte 
situate pe dreapta d. Pe figura 1.1 avem AB = BA — 1,4, AC = CA = 33, 
BC = CB = 1,9. Observaţi că distanţele sint pozitive, în timp ce gradaţiile 
(valorile funcţiei f) pot fi pozitive sau negative. 

Prin axioma următoare admitem existenţa şi precizăm proprietăţile 
acestei funcţii f. 

R. (Axiama tiglei.)— Fie d o dreaptă oarecare şi A, B E d două pu 
distineta. Fiecărui punet M E d fi putem face să-i corospundă un număr roat 
unic za astfel încît să fie satisfăcute următoarele condiţii: 


ete 


1) Pentru fiecare număr real a există un singur punst P Ed cu zp = a. 
2) ca =0, > 0 
3) Oricare ar fi punctele P, Q € d, avem 

(0 PO = |za — zl 


Prin această axiomă se mai precizează că funcţia f : d — R, detinită prin 
FUM) = za, este determinată în mod unic de condiţiile 1), 2) şi 3). 


votiminie. Funcţia f:d — R .se numeşte sistem de coordonate pentru 
dreapta d (sau pe dreapta d), punctul A originea lui, iar numărul zy abscisa 
sau coordonata punctului M (în sistemul de coordonate considerat). 


Observaţii. Condiţia 1) arată că funcţia f : d — R este bijectivă. 


Condiţia 2) arată că oricum s-ar da două puncte M şi N pe o dreaptă d, există un sistem 
de coordonate pentru care abscisa lui M este 0, iar abscisa lui este pozitivă (M reprezintă 
originea sistemului de coordonate, iar rolul lui N este de a preciza un sens de parcurgere 
pe dreaptă) (fig. 1.2, a şi b). Dacă s-ar permite şi modificarea „unităţii de măsură“ am putea 


M N 


= o LE) 2 E] 


e A [i 
a. T a 
Fig. 1.3 1 o 7 2 3 4 5, 


asocia punctului dat N abscisa 4, lucru care în teoria noastră nu este posibil, deoarece — 
precum s-a precizat — funcţia distanță este fixată. 

Condiţia 3) indică o legătură între distanţe şi abscise. Dacă cunoaștem abscisele a 
două puncte, putem calcula distanța dintre ele cu ajutorul formulei (1). De exemplu, în 


cazul figurii 1.3 za =1, zpB=4 şi AB = lzB — za |; sau za SA, ze =-—1 
şi A0C=2= lac— 41| =1—1—1|=|—21 
Meoremă. Oricare ar îi punetelo P și Q, au loc următoarele 
proprietăți 
2) PQ > 0, 
6) PO =0P 
(4) PQ = Q2P 
Oricare ar fi punctele P, Q, FR po o dreaptă d, n 
(5) PR PX Li 


Demonstraţie. Fie d o dreaptă ce conţine punctele date P şi Q. Contorm 
axiomei riglei există un sistem de coordonate pe d şi avem 


PQ= |lza—zr|>0; 
PE = |za — 20| = ap — ze | = 0P; 
PQ=0 |za—zpl|=0zp=29eP7Q, 


ultima echivalență rezultind din condiţia 1) (sau altfel spus din faptul că 
funcţia f: d =-R, f(M) = za este înjectivă). În cazul R € d putem scrie 


PR = |n — zp | = | (a — ze) + (20 — 20) | < 
< |za —za|+ |lza — zp | = QR + PQ. 
Observaţie. Deoarece la baza noţiunii de distanţă stă procedeul de măsurare, s-ar părea 
că ar fi fost mai natural să definim distanţa ca un număr pozitiv, și nu ca un număr real. 


Atragem din nou atenţia asupra faptului că în axiome -postulăm cît se poate de puţin; 
presupunind numai PQ e R, din teoremă rezultă PO > 0. 


Exerciţii 


1. Fie AB = 4. Există un sistem de coordonate pe AB cu za 
2. za = —2,zp = 3, 20 = 10. Să se afle AB, AC şi BC. 


3. Într-un sistem de coordonate pe dreapta AB, za = 3, AB = 5, ap <0. a) Să 
se afle ap. 5) Să se determine zg ştiind că Ce AB, BC = 7 şi AC< BO. 


5, ap = 8? 


4*. za = —2, zp = 5; să se determine punctele M, N e AB, ştiind că AM = î, 
MN =1, NB=2. 


5*. za = 1, zp =. Să se afle M, We AB, ştiind că AM =1, MN=4, 
NB = 2. 


$.4, Segmente, semidrepte şi unghiuri 


Intuitiv, pe figura I.4 punctul W este „intre A şi 2“. Dăm definiţia acestei 
noţiuni. 


M |: 
Fig. a 


Dolinilii Pie A şi B puncte diferite. Zicem că punctul M este între 
A şi B (sau M separă punctele A şi B) dacă 


(4) A, M, B sint puncte coliniare diferite 
şi 
4) AM + MB = AB. 


Prin segmentul deschis (AB) înţelegem mulţimea punctelor între A şi B, 
iar segmentul închis LA B) este mulțimea (AB) U (A, B). 
Aşadar 


(3 [AB] = 4M € AB| AM + MB = AB), 
(&) (AB) =(ABI — (4, 8). 

Notaţiile (AB) şi [AB] pot fi folosite şi în cazul A = B, dar atunci 
nu înseamnă segmente: (AA) = 8, [44] = (4). 

Prin lungimea segmentului [AB] se înțelege distanţa AB. 


Exerciţii 


1. Arătaţi că egalitatea (2) este satisfăcută dacă M = A şi dacă M = B. 
$. Demonstraţi: dacă C este între A şi E, atunci C este şi între B şi A. 


Indicaţie. So admit conăiţiilo (1) şi (2). Trebuie să domonstrăm (1) şi (2) cu literele A 
şi Z schimbate între ele. Se ţine soama de formula (4) de la $ 3. 

8. Să se arate că [AB] = [BAJ. 

4. Fio Ce AB, za = 2, 2B = 10, -zg = 4. B este între A şi C? dar C între 
A şi B? dar A între Aşi B? 


Indicaţie. Deoarece AB = |zB — za |= 8, BC=|â—10|=6şi4C=|a—2|=2, 
condiţia (2) ni este satisfăcută, deci E nu este între A şi C. C este întro A şi B. 
Punctul A nu este între A şi B, căci condiţia (1) nu este satisfăcută. 
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Segmentele pot fi caracterizate cu ajutorul absciselor: 


i n 1. Orie az fi tomul de coordou 


(8) aa S ' 


Demonstraţie. Fie za < zp. Deoarece (5) este o egalitate între două 
mulţimi, va trebui să luăm un element din membrul | şi să arătăm că el 
aparţine şi membrului Il, şi invers. 


Fie PE[AB). Ţinind cont de (2) avem API+-PB=AB, prin 
urmare 


(65) lzp— Za | + |za — 2p | = Za — Za 


(căci zp > z4). Considerăm următoarele cazuri: 
a) zp < za; atunci din ză < p deducem zp < zp şi egalitatea (9) devine 


ZA — Zpt In — Zp = Zn — ZA: 


Reducind termenii asemenea, obținem 2z4 = 2p, deci A = za în contra- 
dioţie cu zp > za. Aşadar, acest caz nu este posibil. 
b) zp > za; acum relaţia (9) se scrie 


zp — ZA + 2p — Za = Tp — ZA 


sau zp = zp. Nici acest cau nu este posibil. 
Rezultă că zA < zp S 2n, deci PE (ME AB Iza < zu < za). 
Fie acum M un punct din membrul II al egalităţii (5). Atunci M € AB şi 


(10) ZA S< Zu S Ze 


Din (40) rezultă za — za > 0 şi Za — m > 0, deci 


AM + MB = | zu — za [+ za — 2 | 2 — 24 + Za — Zu = 


= 2p — ZA = |za — za | = AB. 


Prin urmare M € [AB]. 
Ținind seama de (4), formula (6) rezultă imediat din (5). Formulele (7) 
şi (8) se obţin din (5) şi (6) observind că [AB] = [BA]şi (48) — (BA). 
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e ste întae şi B du namani dacă 


5. Care dintre'următoarele relaţii sint adevărate, dacă punctele A, B, C au abseisele 
3,2, 7: 


ABC], Be(A0), Ce(AB), Cetaz? 


6. Punctele coliniare A, Z, C'au abscisele 6, —3, —2. Unul dintre punctele A, B, C 
este situat între celelalte două? 


Afirmațiile teoremei următoare, numite proprietăţi de ordonare ale punctelor 
pe o dreaptă, sînt evidente sub aspect intuitiv. Totuşi trebuie să le demon- 
străm, deoarece numai axiomele sint admise fără demonstraţie. 


" ema )ncă înt r A mu este într 


Demonstraţie. Alegem un sistem de coordonate astfel ca zp = 0, ze > 0. 

Din relația (11) rezultă că za <0. Deoarece zp < ze, A între PI şi C 
ne-ar conduce la 0 = za < za < og, adică za > 0, în contradicţie cu za < 0. 
Faptul că C nu este intre A şi B se arată în mod analog. 


7. Me AB, A E(MBI, BE(MAl= Me (AB). 

8. Me AB, Ag (MD), BE (MA) = MsS(AB). 

9 Ce(48), De(40)=De(4B). 

10. Ce(4B) = (40) c(4B). 

1. 6, De (AB) (CD) c (AB). 

13. Ce(48), Be(CD)=cC, Be (40). 

18. Orice sogment conţine o infinitate de puncte. 

14. Fie m un număr real > 1. Arătaţi că există un punct Me (AB) asttel 


încit am = 42. 
m 


10 Fiind. date punctele distincte 
A şi B, semidreapta închisăLA B şi semidreapta 
deschisă (AB se definesc astfel (fig. 1.5): 


[AB SEM | M ELAB) sau BE (AM), 
(ap 'EţAB — ţa. 
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Dreapta AB este suportul semidreptelor [AB şi (AB, iar punctul A ori 
nea lor. 

Dacă B € (AC), semidreptele [BA şi [BC se zic opuse, la fel (BA și (BC. 

Semidreptele pot fi precizate cu ajutorul absciselor: 

Dmeoroma 3. Oricare ar fi sistemul de coordonate po dreapta AP 
dacă za < ze 


(2) (AB = ţa AB | zu > 2 
(43 UB = (ME AB zu > a) 
iar dacă za > zu 

4) [AB = (M € ABL|zu 8 24) 
(5) (48 = (ME AB zu < 24) 


Demonstraţie. Presupunind za < zp, din teorema 1 obţinem 
M ELAB]< za S zu < 2 
B € (AM) «e za < za < m: 
Aşadar M E [AB «e za Su Sp Sau Za < Za, Ceea ce se serie mai simplu: 


MELAB = za S z2m, deci are loc egalitatea (12). Egalităţile (13), (14) şi 
(45) rezultă în mod analog. 


Corolar. Dacă CE(AB, atunci (AB = (AC: în notația (AB, 
punctul B poate fi înlocuiv cu oricare punct al semidreptei (AB. 

Wotiniţie. Um unghi este reuniunea a două semidrepte închise avind 
aceeaşi origine (fig. 1.6). 

Dacă cele două semidrepte sint k = [AB şi k = LAC, unghiul va fi notat, 


Î sau AT sau Î (dacă nu e pericol de confuzie). Punctul A se numoşto 
virful, iar semidreptele h, k se numesc laturile unghiului fă. 

Dacă k — k, fă se numeşte anghi nul, iar dacă h şi k sint semidrepte 

FE 

opuse, atunci ÎĂ este un anghi alungit. Un unghi care au esto nici nul, nici 
alungit, se numeşte unghi propriu. 

Volinilie. Dacă punctele A, B,C nu sint coliniare, mulţimea 

ABC SEȚA BJU [BC] U [CA] 
so numeşte triunghi. Punctele A, B, C sint vtrfa- 
rile, segmentele [A 2], LBC], [CA] sint laturile, iar Pi 
e cei apa e 

unghiurile SAT, CBĂ, ACE sint unghiurile teiun- 
ghiului. 

Dacă două (respectiv trei) laturi au lungimi 
egale, triunghiul se numeşte isoscel (respectiv 
echilateral). pig. 18 
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Demonstraţie. Dacă punctele A, B, C ră 
sint toliniare, teorema revine la punctul 4) N 
din teorema 2, $ 4. Vom admite deci că 
punctele A, B, C nu sint coliniare. Să 
presupunem că teorema nu e adevărată. 
Atunci există pe dreapta d punctele M, N, P 
astfel încît Me(48), We(40) şi 
P e (BC) (fig. 1.8). Cum punctele M, N, P 
sint coliniare, unul din aceste puncte va  84-(= e 
fi situat între celelalte două (teorema 2, $ 4 | 
punctul 1). Pentru a face o alegere, să pre- Fig. Le 
supunem că M este între N şi P. 

Așadar dreapta AB separă N şi P; po de altă parte AB nu separă N şi C (căci 
conform teoremei 2.2), $ 4 din W e (AC) rezultă că A nu este între N şi C), deci 
din axioma S deducem că AB separă punctele P şi C, adică B e (PC). Dar avom și 
P e (BC) în contradicţie cu punctul 2) al teoremei amintite. 


ersectează un telunghi,dar na trece prin 


arile triunghiului 


orolar. 0 dreaptă cari 


vînt al său, intersectează exact două din 


8. Dacă dreapta d separă A și B și de asemenea C şi D, dar nu separă A şi C, atunci d 
nu separă punctele B şi D, 

4. Fio A, B, C, D puncte distincte. Dacă A şi B sint de aceeaşi parte a lui CD, putem 
afirma că C şi D sint de aceeaşi parte a lui AB? 


Voinic. Pie A un punct nesituat pe dreapta d (fig. 1.9). Considerăm toate 
punctele M de aceeaşi parte a lui d, ca şi A. Mulțimea formată din aceste 
puncte şi punctul A se notează cu (dA şi se numeşte semiplan (deschis). 
Spunem că dreapta d este frontiera lui şi că semiplanul (dA este limitat de 
dreapta d. 

Avem 


(03) (aa = (m e p ItAmMna = 8). 


Într-adevăr, pentru M şi A, relaţia [AM]Nd = O înseamnă că A și M 
sint de aceeaşi parte a lui d; iar pontru M = A relaţia [AA]N d = O este 
verificată, căci [AA] = (A) e d. 


În notația (ZA punctul A poate fi înlocuit cu a 
orice punct al semiplanului (ZA: SS 
(2) BE (dA = (d4 = (48. 

Într-adevăr, cum (AB]Nd = 0, exerciţiul 2 ne 
arată că [AM] Nd = O şi(BMINd = O sint condiţii 


echivalente, deci mulțimile de puncte, care le veri- B 
fică, coincid. Fig. 19 
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de 8 


(Pooroma 


mooroma 


parare a plabului). Fiind dată în 
planni (o dreaptă oarocaro d, au loc ur- 
mătoarele proprietăți 
4) Există exact donă semiplane limitate 
de dreapta d, po caro le notăm cu Sş 
2) DP—d=SUs şi Ș £ 
,  a)Dacă P, QES sau P, QE Ss, seg 
mentul (20) nu taie dreapta d. Dacă 7 
şi „ segmentul (PR) şi dreapta d au un punet coniun (fig. 1.10) 


Semiplanele S$ şi S' se numesc opuse. 


Demonstraţie. Luăm un punct „A nesituat po d; ştim că există un punct B asttel 
ca d să separe A şi B (exorc. 1). Să considerăm semiplanele S = (dA şi S = (dB. 
Luind M'e 2 — d, să arătăm că M e SU S, Dacă M e S atirmaţia este evidentă. 
Dacă M g£ S dreapta d separă A și M, deci conform teoremei 1 dreapta d nu separă 
B și M, adică M e S'. Aşadar ? — d C SU S şi deoarece incluziunea inversă esto 
evidentă, 2 — d = SUS. 

Să presupunem că P e SN S*; atunci d nu separă A și P şi nici B şi P. Cum d 
separă A şi J și nu separă A şi P deducem din axioma $ că d separă P și P. Contru- 
dicţia dovedeşte că nu există nici un punct în S NS" şi asttel am demonstrat afirmaţia 2), 

Un semiplan oarecare $* limitat de dreapta d se serie sub forma 'S* = (dQ, unde 
Qe ? — d. Am demonstrat mai sus că Q e S, sau Qe S'. În primul caz (40 = 
(dA = S (vezi (2), iar în al doilea caz (dQ = (dB = S'. Aşadar S* = S sau S* = S 
şi afirmaţia 1) este demonstrată. 

Fie P,Q e S. Atunci $ = (dP şi din definiţia semiplanului urmează că [PQ]N d = 
= 9. Dacă PeS, Re SS, avem S = (dP şi (PRJNd=£ Q, deci şi afirmaţia 3) 
este demonstrată. 


Viile Reuniunea unui semiplan cu frontiera sa se numește semiplan 


închis. Simbolul [dA £ (dA U d se citeşte „somiplanul inchis limitat de 
dreapta d și conţinind punctul A“. 


Exerciţii 


5. Dacă punctele A și P apârţin semiplanului S (deschis sau închis), atunci 
[AB] S. 
6*. Dacă Ad şi Bed, atunci (BA) C (dA (fig. 1.14). 
Indicaţie. Se va arăta: Me (BA)= BE (AM = 
C$ = Me ta. 
7*. Dacă Ad şi Bed, atunci (BAC (dA. 


M 
Indicaţie. Se in un punct Me (BA şi se disting 
cazurile:. 
d 
FI 1 Me (BA); atunci Me (dA contorm exerciţiului 6; 
Fig. La 2 M=A4; FAe (BM). 
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8+. Să se arate că intersecţia dintre o dreaptă d 
şi un semiplan deschis este sau dreapta d sau o semi- 
dreaptă deschisă sau mulțimea vidă. (2ă 
9». Dacă M este un punct pe latura [AB] a unui 
triunghi ABC, iar P un punct ce se găsește de aceeaşi 
parte a dreptei AB, ca şi C, atunci semidreapta (MP 
intersectează latura [BC] sau [CA] a triunghiului 
(fig. 1.12). Ș 7 5 
Indieaţie. Contorm axiomei S, dreapta MP taie Fig. 112 
segmentul [EC] sau [CA] într-un punct Q. Trebuie să se 
demonstreze că punctul Q este situat pe semidreapta (MP. În acest scop se va arăta că 
P şi Q stnt do aceeaşi parte a lui AB, ceea ce implică [PQ]N AB = O. 
10. Fie ABC un triunghi, B' e (AC) şi C” e (AB). Să se arate că segmentele (4B”) 
şi (CC) au un punct comun. 


11. Folosind notaţiile exerciţiului 10, fie D'e (BC). Să se arate că (40) N 
n(p'o)z 8. 


Detini Se numește mulțime conveză o mulțime JL de puncte, care are 


următoarea proprietate: dacă P, Q sint două puncte distincte oarecare alo 
mulţimii AL (fig. 1.13), atunci JL conţine toate punctele segmentului (PQ) : 


(0) P, QEe A =(PO)ec AM. 

Mulțimea vidă şi mulțimile formate dintr-un singur punct se consideră 
convexe, deoarece pentru ele nu se pune nici o condiţie. 

O mulțime formată din două puncte nu este convexă. Mulțimea din figura 
1.43 este convexă, cea din figura 1.14 nu este convexă. 


Fig. 143 Fig. 44 


1. Arătaţi că planul 2 şi orice dreaptă sint mulțimi convexe. 
3. Orice segment şi orice semidreaptă sînt mulţimi convexe. 


Indicaţie. Fie de exemplu (AB) un segment deschis. Dacă P şi Q e (4B), atunci 
(Po) (AB) (5 4, exere. 11). 


3. Arătaţi că semiplanele deschise şi semiplanele închise sint mulţimi convexe. 


Din mulţimi convexe putem forma “alte mulțimi convexe cu ajutorul 
teoremei următoare. 
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o A 
Fig. 1.16 


Teorem 1. Or nterseeție de mulţim exe te tonveşă. 
Demonstraţie. Demonstrăm teorema pentru două mulțimi convexe +7, 
şi Ma (în cazul mai multor mulțimi convexe se raţionează la fel). Trebui să 
arătăm că A, N-Ala este o mulțime convexă. Fie P, QEA, NM, Atunci 
P,Q e Mi şi P,Q E Ma: Cum A, şi A, sint mulţimi convexe, (PQ) C 
<A, și (PO) C Ma: Dar atunci (PQ) CAN Me 
) „> Interiorul unghiului propriu BAC este mulţimea de puncte 
N 
Int BAC E (C N (cD, unde b = AB, e = AC (fig. 1.45). 
Int BAC fiind intersecţia a două semiplane deschise, adică a două mulţimi 
convexe, este o mulțime conveză. 
„i. Două unghiuri proprii cu acelaşi virf şi cu o latură comună se 
numesc adiacente, dacă interioarele lor nu au nici un punct comun (unghiurile 
e 
40B şi BOC pe figurile 1.16 şi 17). 
si B08 pe tiurile 1.16 şi 47) “ Y 
Unghiurile A0X şi BOC se numesc unghiuri adiacente suplementare dacă 
(OA şi (OC sint semidrepte opuse (fig. 1.18). 
a 


o 


[E 
Fig. 1.17 Fig. 1.18 


4*. Fie BAC un unghi propriu. Să se arate: 

— Po 
a) (BC) e Int Bat; b) De mt SAY = (40 c int SAE. 
5*. Interiorul unui triunghi ABC se defineşte asttel 


Int ABC! (a4 N BN (ec. 
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pi F, 
Pai 
A e E s A 


8 
Fig 1.19 Fig. 1.20 
unde a = BC,b = CA,c = AB. Să se arate: 
4) Int ABC esto o mulțime convexă. 
pe Ps 
2) Int ABC = int 18n Int BCAN Int CAB. 
psi 
3) Int ABC = (a4 N Int BAC. 
6. Fie ABC un triunghi și De (BC). Se iau punctele E şi F în așa fel ca 
Be (4E) şi De (AF) (fig. 119). Săsearateca £ e Int 652. 


Indicaţie. Se va arăta că C, F sint de aceeași parte a lui BE şi E, F de aceeași parte 
a lui AC. 


me.i 28 un unghi propriu şi D e Int SAT. SA se arate că Tat Sâbe int BA? 
ma transversalei.) Dacă punetul D 


aparține tnteriorului unghiului propriu AF, atanei semiăreapta (AD şi 
segmentul (BC) au un punet comun: 


(4D N (80) x 8. 


meoroma 2. (Deor 


Demonstrație. Fie (AB semidreapta opusă lui (AB (fig. 1.20). Somidreapta (AD 
intersectează segmentul (0) sau segmentul (BC) (5 5, exere. 9). Dar (AD nu poate 
intersecta pe (20), deoarece aceste mulţimi sînt de o parte și de alta a dreptei AC 
(5 5, exerc. 6 şi 7). 


Exereiul 


i 25 
8, io SAE un unghi propriu şi D e Int BAC. Să se arate că punctele B şi C sint de 
o parte şi de alta a dreptei AD. 


Indicaţie. Se aplică teorema transvorsalei. 
9. Fie punctele £ și C situate de aceeaşi parte a dreptei OA. Să se arate că 


Pai Pas Pai Psi 
C e Int Â0Ă sau B e Int AOC sau A0B = AOC. 


= 
Indicaţie. E suticient să considerăm cazul F g£ Int AOC şi B g (OC, căci altfel afir- 


PS 
maţia esto evidentă. Dacă am avea (AB) N OC = 0, ar.rezulta că B e Int AOC sau 
B e (00, deci A şi B sint de o parte şi do alta a dreptei OC. Aşadar (AB)NOC = 


>, = 
= (p). Arâtaţi că P e (OC, de unde va rezulta (OPC Int A0Ă şi C e Int A0b. 
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10. Daca punctul P aparţine interiorului triunghiului ABC, atunci dreapta AP inter. 
sectează segmentul [BC] într-un punct A” şi P e (44). 


11». Dacă dreapta d trece printr-un punct P, situat în interiorul triunghiului ABC, 
atunci dreapta d intersectează triunghiul. În cite puncte? 


12*, Fie A şi C de o parte şi de alta a dreptei BB',iarO e (BB), O g AC. Sa 
se arate că dintre semidreptele (OB și (OB' exact una este situată în interiorul 


unghiului 40E. 
Fi - Â Pi Pasii ae DĂ 
13%. Fie P un punct în interiorul unghiului propriu AOX, iar Q un punct în exte- 
Fi 
riorul Iui (adică O g Int ÂOĂ ULOA ULOB). Să se arate că segmentul (PQ) intersectează 


Age 
o latură a unghiului 40. 


Definiţie. O linie poligonală este o mulţime de forma 
L = PAPA] U [P2P3] U ... U (Pa Pas 


Punctele Pa -.. Pnșs se numesc «îrfarile liniei L, ir segmentele [P,P4], -.-, 
[PnPny] se numesc laturile ei; laturile [Pu_,P4] şi [PuPuuu] se zio vecine 
(fig. 1.248). 


Linia poligonală L se numește închisă, dacă P, = Pas, (fig. L.24,b şi c) 
Și simplu închisă dacă in plus oricare două laturi nevecine nu au punct comun 
şi două laturi vecine au suporturi diferite. O linie poligonală simplu inchisă 
se mai Aumeşte poligon. Linia poligonală din figura 1.24,b) nu este poligon; 
un poligon nu se autointersectează! Un poligon ou trei laturi este un triunghi. 
Un poligon cu 4, 5, 6, ... latori se numeşte patrulater, pentagon, ezagon ete. 
Poligonul cu virturile Ps, Pa; -..» Pn va fi notat cu P,Py-..Pa. Segmentele 
LPPA], care nu sint laturi, se numesc diagonale. 

Poligonul P, Pa....Pa se numeşte poligon convez, dacă, pentru fiecare latură 
[P+Puya], toate virturile diferite de Pe şi Pas, se găsesc de aceeaşi parte a 
dreptei PPma (pentru k = n, Pus = P,) (fig.1.24,c). 


Fer 
Pale 6 
p 
i DE, 


ră 
7 4 
/ 
/ (A 
5 
7-8 
i 
b) c) 
Fig. La 
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Un poligon convex P4Pa-..Pn nu este 
o mulţime convexă, dar interiorul său 
(eare se definește precum urmează) este 
o mulțime convexă. Interiorul unui po- 
ligon convex este intersecţia semiplanelor 
deschise limitate de suporturile laturilor 
poligonului și care conţin virfurile nesi- 
tuate pe laturile respective (fig. 1.22): dacă 
notăm di= PuPay pentru k=4, »-- R— 
şi du = PaPy atunci Int PyPa --. Pa = 
= (A, Pr N (d, N --- (da Pa: 

Reuniunea dintre un poligon convex P, Pa-..Pn şi interiorul său se numește 
suprafaţă poligonală conveză, care se notează prin LP,Pr---Pn] 


Lp, Pe «++ Pa] = PuPa =: Pa U Int P4Pa «+: Pau: 


În cazul unui triunghi A BC mulţimea [A BC] se numeşte suprafaţă triun- 
ghiulară. 


14. Să se arate că diagonalele [AC] şi (BD) ale unui patrulater convex ABCD au 
un punct comun (fig. 1.23). 


15. Dacă diagonalele [AC] şi (BD) alo patrulaterului ABCD au un punct comun, 
atunci patrulaterul esto convex. 
16. Intersecţia semiplanelor închise, limitate de suporturile laturilor uni poligon 
convex P coincide cu mulţimea Int PU P. 
17*. Reuniunea unui poligon convex cu interiorul său este o mulţime convexă. 
18*. Fie P,Pa... Pnya o linie poligonală. Dacă [] 
P, şi Pnwa sint de o parte şi de alta a unși drepte d, 
atunci această dreaptă intersectează linia poligonală. 


c 


19*. Dacă o dreaptă d nu este suportul unei 
laturi a unui poligon convex, atunci d are cel mult A 
2 puncte comune cu poligonul dat. 


20%. Dacă P,Pa... Pa este un poligon convex, 
unde n > &, atunci PaPa-:.Pn este de asemenea un 8 
poligon convex. Fig. 1.23 


Vom nota cu (4 mulţimea unghiurilor. 
Măsurind unghiurile cu raportorul (fig. 1.24), fiecărui unghi i se asociază 


un număr real. Astfel se obţine o funcţie definită pe (7/ cu valori în intervalul 
închis [0,180]. 


21 


[2] A 
Fig. 1.24 Fig. 1.25 


180 a 


Ultima noţiune fundamentală, pe care o introducem în geometrie, este 
inspirată de procedeul de măsurare cu raportorul. 

Admitem existența unei funcţii m: (7 — [0,180], numită funeția măsura 
unghiurilor (în grade), care satisface următoarele axiome (evidente sub 
aspect intuitiv): 


Din U.2 rezultă imediat 


ae c sau unghiuri ndiue suplement 


[) (AO) m mA 


o A e) b) 
Fig. 1.26 Fig. 1.27 
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În particular, suma măsurilor unghiurilor a două unghiuri adiacente suple- 
mentare este egală cu 180. 


Deoarece în capitolul III so mai introduce o măsură (în radiani) pentru 
unghiuri, pentru a distinge cele două măsuri, în loc de m(40B) = a 
110,480] vom adopta notația m(ÂOB) 
cărţi se utilizează și notația A0B = e? 


a*. Menţionăm că în numeroase 


Detiniţii. Două unghiuri se numesc suplementare dacă suma măsurilor 
lor este egală cu 180. Atunci fiecare este un suplerent al celuilalt. 
Două unghiuri cu acelaşi virt se numesc opuse Za virf dacă laturile lor sint 


E 
semidrepte opuse (AOE şi COD. pe fig. 1.28). 


meorema 2. Două unghiuri opuse la vîri an măsuri egale. 


. Și PS a PPP! 
Demonstraţie. Fie A0X şi COD două unghiuri opuse la viri. Avem 


> Pi Pai 
m(402) + m(505) = m(40D) = 180, 
(005) + m(505) = m(00Ă = 189, 


acci m(402) = m(C05). 

“Teorema 2 are şi o reciprocă: 

moorema 8. Fie 0 € (AA!) şi 8, 5 două punete de o parte și do alta 
a dreptei AA”. Dacă m(408) = m(Â'0B), atunci semidreptele (OB şi (OB 
sînt opuse (fig. 1.29). 

Demonstraţie. Fie (OC semidreapta opusă Iui (02%. Conform teoremei 2, 


st za 
(408) = m(4708); dar m(408) = m(403), deci m(402) = m(403). 
Din teorema 1 obținem că (08 = (OC, aşadar (OB și (0E” sint opuse. 


Fig. 128 Fig. 1.29 
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Exerciţii 


1. Fie m(40Ă) + m(70Ă) = 180. Rezultă că A, 0, C sint coliniare? 
2. Care dintre următoarele egalităţi sint valabile în cazul figurii 1.30: 


Ps 

a) m(âGă) + m(â00) = m(€GĂ), D) m(0ă) + m(00D) = m(503), 

c) m(E05) + m(56ă) = m(GĂ)? E 

3. Ştiina că m(A40E) = 60, B e Int Â0E şi m(AGĂ) = 23%, să se afle m(50%). 

Ps pai ie a 

4. Pe figura 1.81 m(COD) = 30". Sa se afle m(Â02) şi m(OD), ştiina ca 

m(50%) = 2 m(400). 
pa Pa 

5. Fie Â0% un unghi propriu, A şi Cde o parte şi de alta a dreptei OB şi m(40Ă) + 
+ m(50E) < 180; atunci (0Bc Int 402. 

Indicaţie. Fio (OB opusă cu (OB. Presupunind că (OP g Int 40%, avem (05 e 


Sos = 
CInt A0E ($ 6, exerc. 12), deci m(40d)-+-m(f'0E) - m(408) < 180%, din care se va 
deduce o contradicţie. 


$ 8. Proprietăţi de congruență 


Voliniţie. Spunem că segmentele (AB) şi (4'B') sint congeuente și 

neriom (AB) ss (A'B') dacă AB = A'B'. Analog, unghiurile A0B şi 40 
pi Pai Pi rad 

se numeso congruente şi "se notează AO m AO dacă m(A0Ă) — 


= mA). 

Teorema Î. Au loc următoarele proprietăţi: 
(4) V(4B: (4AB)=(A4B) (rehexivitate), 
[PRI (4B) = (CD) = (CD) = (AB) (simetrie), 


(3) „(45)=(CD), (CD) =(EF) = (48) = (EF) (iranzitivitate), 
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A 
Fig. 1.33 Fig. 1.34 


Demonstraţie. Arătăm proprietatea (3). Din ipoteză rezultă AB = CD 
şi CD = EF, deci AB = EF, ceea ce inseamnă că (AB) (EF). Pro- 
prietăţile (1) şi (2) se arată la fel. 

Enunţaţi, în analogie cu teorema 4, o teoremă pentru unghiuri! 


Exerciţii 


1. Punctele A, B, C, D, £, situate pe o dreaptă, au abscisele za = 1, zp => 4 sc — 9 
ap = 11, sp = 12. Găsiţi segmente congruente determinate de aceste puncte (fig. 1.32). 
2. Găsiţi unghiuri congruente pe figura 1.33. 


Peorema 2. (Teorema de construcţie a nui seg- 
m ep t.) Fio (AB) un segment și (CD o semidreaptă. Există un singur punet 
P (CD astiei ca (AB) = (CP) (fig. 1.34). 

Demonstraţie. Alegem sistemul de coordonate pentru dreapta CD astfel 
ca za = 0 şi zp > 0. Punctul P trebuie să satisfacă două condiţii: 
a) P € (CD, ceea ce înseamnă zp > 0 (vezi $ 4 formula (13), şi b) CP = 
= AB, adică | zp —0| = AB. Aşadar zp = AB şi astiel punctul P este 
determinat în mod unic. 


Meorema 3. (Poorema de adunare şi de scădâre a 
segmentelor) Fio 2 E (AC) şi B' E (4'C") (fig. 1.95). Atunei 


(4) (AB) m (AB), (80 a (B'C) > (AC) e (4'C0”), 
6) (AC) a (4'0), (AB) = (4'8) = (BC) = (BC). 
Demonstraţie. Deoarece B este între A şi C şi B' între A”, C” 
(6) AC = AB + BC A 8 GI 
şi A'C' = A'B' + BC. 
Din ipotezele implicaţiei (4) rezultă A B: [e 
AB = 4'B şi BC = BC-. Ca o PRI ast ZE 


Folosind egalităţile (6) obţinem că AC = A'C”, deci (AC) = (4'C"). — Din 
ipotezele lui (5) deducem AC = A'C”, AB = A'B', ceea ce impreună cu 
(6) ne dă BC = BC", adică (80) = (PC). 

Observaţie. Dacă B e (AC), segmentul (AC) este numit uneori „suma“ segmentelor 
(AB) şi (80), iar segmentul (BC) „diferenţa“ lui (AB) şi (AC). De aici provine denumirea 
teoremei 3. 


Definiţie. Spunem că segmentul (AB) este mai mare decit segmentul 
(CD) şi scriem (AB) > (CD), dacă AB > CD. În acest caz se mai spune că 
(CD) este mai mic decit (AB) (CD) < (4B)). 


Exerciţii 


8. Arătaţi că (AB) > (CD) dacă şi numai dacă există un punct M e (AB) astre! 
ca (4M) = (CD). 

4*. (AB) > (CD), (CD) > (EP) = (AB) > (EP). 

B+. (AB) = (4/8), (CD) = (CD), (AB) > (CD) = (48) > (0'D'). 

6*. Fie Be (AC) şi B' e (4'C"). Arâtaţi că atunci a) (AB) > (4'8), (80) > 
> (8'C") implică (40) > (40%). 

b) (AC) > (4'0%), (BO) < (B'C") implică (AB) > (48). 


Definiţie, Spunem că punctul M este mijlocul segmentului (AB) dacă 
ME AB şi (AM = (MB). 

Observaţie. Dacă un obiect matematic se defineşte printr-o condiţie, atunci se pun în 
mod necesar două întrebări: 1) condiţia poate fi satisfăcută? (adică există cel puţin un ase- 
menea obiect?), şi 2) cite obiecte satisfac condiţia? Definiţia respectivă este corectă, dacă 
condiţia este satisfăcută de un singur obiect. Vom demonstra acum că definiţia de mai sus 
este corectă. 


Teorema 4. Orice segment (AZ) are un singur mijloc M şi ME(AB). 
Demonstraţie. Fie za = a, za = bşia <b. Punctul M € AB este mijlo- 
cul lui (AB) dacă și numai dacă AM = MB, ceea ce este echivalent cu 
lzu—al= lo— zu 
Deosebim cazurile: 1) zu <a, 2) zu >b, 3) a < zu Sb. Cazul zu <a ne 
conduce la a — 2 = b — zu şi a = b, în contradicţie cu a <b; la fel, nici 
cazul zw > b nu este posibil. Prin urmare numai cazul 3) este posibil. Dar 
atunci zu — a = b — zu, de unde 


(44) a ag =. 


Aşadar abscisa zar este determinată în mod unic, şi impreună cn ea şi punctul 
M, mijlocul lui (48). Cum 
a+b 
ass, 
rezultă M € (AB). 
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Exercișii 


7. Fie C mijlocul segmentului (AB) şi D un punct cu proprietatea că B este mijlocul 
lui (CD). Să se arate că B e (4D). Să se calculeze zo şi zp, ştiind că za = 2, zp = 7. 

8. Se consideră trei puncte coliniare A, B, C şi mijloacele D, E, F ale segmentelor 
(45), (BC), (AC). Să se arate că (DE) şi (BF) au acelaşi mijloc. 


Din axioma U.2 rezultă imediat 
Peooroima 5. (Teorema de construcție a i ) Fie ea 
un semiplan limitat de dreapta O a varecar 


orema 6. (Teorer le “aduna ] N hiurilo; . 


Demonstraţie. kolosind axioma U.3 putem scrie 


P3 = = 
m(40E) -+ m(C0X) = m(40ă) 
(10) a Pi Di 
m(470'E) + m(070'B') = m(470'%). 
Din ipotezele implicaţiei (8) rezultă m(400) = m(4? m(€0b) = 


23 poss cai 
= m(0'07b"), ceea ce impreună cu (10) ne conduce la m(40B) = m(470'ă'), 


deci A0k m 40. Analog, din ipotezele lui (9) şi egalităţile (10) obținem 
N mă mt ate 
(063) = m(70%), do unde COE = CO. 
pa pe 
Observaţie. Dacă (OCc Int AOHB, unghiul AOB este uneori numit „suma“ unghiurilor 


207 şi COX, iar unghiul COX este numit „diferenţa“ unghiurilor A0X şi A0€. 


pa & Za E 
Dotimițin. Spunem că unghiul A este mai mare decit Îi şi scriem Îi > În 
dacă m(fă) > m(ff). 


a) Da Ă ta | rioară unghiului 


b) U le aceea part a lreptei ) 


Zi 
Demonstraţie. a) Dacă (OB c Int AGE, atunci folosind axioma adunării 
= za e e sc 
unghiurilor, avem m(40X) + m(50%) — m(40E). Deci m(40b) < m(407) 
de unde 40 = A0E. 
b) Conform exerciţiului 9 de la $ 6, unul dintre următoarele cazuri 
ee SI pi ee ae 
are loc: (0CcInt A0b, sau. (OB c Int ADE, sau Ab == A0E. Este 
clar că ultimul caz nu este posibil. Nici primul nu este posibil, deoarece din 
a) Dei Ps d Pas 
(0c c Int ÂOB rezultă în virtutea axiomei U.3: m(40X) — m(402) + 


= = = Pe : : 
+ m(Coă) > m(40€). Dar atunci AOB > AOE, în contradicţie cu ipoteza. 


9. Arătaţi: Hâ > E, E > HE e 1 > Me. 
10. nf m EX, tt, If > ui WR > Fe 

1. Fio € e int ÂGĂ, c e Int ADY. Să se arate: 
u) 0% > 407, COX > CO = A0Ă > 40. 


, Pa E PR EI 
b) 40b a 40%, 108 > TOI = C0X = OY. 


12. Arâtaţi că A03 > 605 dacă şi numai dacă oxistă o semidreaplă (OM C 
= PI de, 
CInt AOB astfel încît AOM = COD. 
Semidreapta [OC se numeşte Bisectoarea unghiului propriu 
Dr n > ză N 
20 dacă (OC c Int 408 și ADE = E0Ă (fig. 1.38). 


Fig. 1.37 
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i pe a: Pa 
Demonstraţie. Fie AOB un unghi dat, m(40B) = ac, 0<a* <.180* şi a = 40 
= 
(fig. 1.38). Să presupunem că [OC este o bisectoare a unghiului 405; atunci m(407) + 
Pai Pi > Pat > a 
+ m(€05) = m(40) = o şi m(40%) = m(COb), deci m(40€) = 3 - Țintnd seama 
şi de faptul că (OCE (aB, din axioma U.2 deducem că semidreapta (OC este deter- 


Pa 
minată în mod unic. Așadar, din ipoteza că AOB are o bisectoare rezultă că aceasta este 
unică. Rămine să arătăm existenţa bisectoarei. Construim conform axiomei U.2 semi- 


Ps 
dreapta (OC astiel ca m(400') = $- şi B, C” să fie de aceeași parte a dreptei OA. 


3 Ps 

Din teorema 7 b rezultă că (OC'C Int AG şi asttel m(40%) + m(E0B) = m(405); 
2 P> 

deci m(€0Ă) = E Prin urmare [OC” este bisoctoarea lui OB. 


Datiniţio. Se numeşte unghi drept orice unghi, care este congruent cu un 
suplement al său (fig. 1.39). 

Din axioma U.3 rezultă imediat: 

Un unghi este drept dacă şi numai dacă măsura lui este 90”. De aici obţinem: 

Un unghi congruent cu un unghi drept este un unghi drept. 


petiniţii. Spunem că semidreptele [OA şi [OB sint perpendiculare şi 


scriem [OA _LLOB dacă A0X este un unghi drept. În acest caz vom spune 
că OA şi OB sint drepte perpendiculare Bau drepte ortogonale şi vom scrie 
OA LOB (şi [OA] uL0B))- j 

Ua unghi propriu mai mic (mare) decit un unghi drept se numeşte ascuţit 
(ottuz). 

Demonstraţi cu ajutorul axiomei U.2: 

mooroma 9. Fio d o drenptă şi O € d. Prin punctul Oftreee o singură 
dreaptă perpendiculară pe d. 

(xistenţa şi unicitatea perpendicularei ridicate po o droaptă, într-un punct 
al ei.) 


Exerciţii 
E Da 


13. Dacă Jk & i, atunci un suplement al lui Xk este congruent cu orice suple- 


ment al lui In. 
14. Fie [OC bisectoarea unghiului propriu 


Pe 
AG, iar (OD, [OE bisectoarele unghiurilor 40% 


Pai - 2 

şi COB. Să se arate că [OC este bisectoarea un- 
ehiului DOE 

15. Demonstraţi că bisectoarele a două 
unghiuri opuse la virt sint semidrepte opuse. 

16. Demonstraţi că bisectoarele a două 
unghiuri adiacente suplementare sint perpin- e o A 
diculare. Fig. 1.39 
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e 
y Ei 3, Pai 
(04, (08, (OC sint distincte două ctte două și A0B = 
, atunci bisectoarea unghiului 207 este semidreapta opusă cu [OA. 

i-a NI Fm Pa i 

18. Fie [OA L[OA' şi [OB | (OB. Să se arate că unghiurile A0X şi 40 sint 
congruente sau suplementare, 


$ 9. Congruenţa triunghiurilor 
Deliniţie. Fie ABC şi A'B'C" două triunghiuri. Dacă ă 


(07) (48) = 48), 40 (40), (80 = (po), 
2 îmâ, î= Cf, 

atunci spunem că există o congruență tatre triunghiurile ABC şi A'B'0” 
și scriem 

[0] AABC mm A4'B'C:. 


Observaţie. Relaţia AEPG m ALMN implică Î ma Î, î ma AX, G ma Fi, deci nu este 
indiferentă ordinea în care sint scrise Virturile triunghiurilor. Pentru a scoate în evidenţă 
acest lucru, folosim simbolul A care atrage atenţia asupra faptului că ordinea literelor este 
determinată. Perechile de virturi E şi L, F şi M, G şi N se numesc virturi omoloage (sau 
corespondente ). Perechile de laturi congruente [EX] și LLM); LEG] şi LLN]; (GI şi LUN] 
se numesc laturi omoloage. 

Ezemple. Pe figura 1.40, între triunghiurile LMN şi XYZ există congruența ALMN = 
m AYĂZ; între POR şi LMN nu există nici o congruenţă ; între POR şi UYW avem chiar 
două congruențe: APOR m AUVW şi APOR m AUWY. Comparind triunghiul POR 
cu el însuși, pe lingă congruența trivială APQR m APOR observăm şi A POR a APRQ. 


Dotiniţio. Triunghiurile ABC şi DEP se numesc congruente dacă există 
“(cel puţin) o congruenţă între ele. 


pă 107 m 
p 
(N 
50 50 
N [N 
Că 5 R 
Fig. 1.40 
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Exerciţii 
1. Care dintre următoarele relaţii sînt adevărate 
în cazul figurii 1.41: 
AADE = ABCE, AADE = AEDC, 
AADE = ADAE, AADE = AEDA? 


2. Aflaţi şi alte perechi de triunghiuri congruente 
pe figura L.â4. 


3. Demonstraţi 
AABC a AA'B'C' şi AA'B'C = AA 
= AABC = AA*B"C". Fig. Li 


Admitem următoarea aziomă de congruență: 


(29) AB) a (42), (AC) m (4'0) 4 A 
atun 
e : 
A 8 4 e 
Fig. 1.42 


Observaţie: Intultiv, această axiomă se justifică cu ajutorul ideii de „mişcare“ („a unui 
rigid“). În cursul unei asttel de mișcări lungimile segmentelor şi măsurile unghiurilor nu se 
schimbă, deci prin mișcare un segment se transformă într-un segment congruent, la fel un 
unghi într-un unghi congruent. Să ne imaginăm că triunghiul A' AC" este o placă cu o faţă 
neagră şi cealaltă roşie. Ea se poate deplasa liber pe un plan cu faţa roşie în sus, și poale 
fi şi întoarsă cu faţa neagră în sus. Fie triunghiul ABC fixat în planul considerat şi 
să presupunem că au loc relaţiile (5). Deplasăm placa A“5'C” cu faţa roşie în sus în aşa fel 
ca A' să acopere pe A, iar B' pe B (ceea ce este posibil căci [AB] şi (A'B']au lungimi egale). 
Deosebim două cazuri: 4) Placa se găseşte acum în acel semiplan limitat de AB, în care se 


află C. Atunci: unghiul FATE va acoperi unghiul JA, prin urmare semidreapta [A'0“ 


va acoperi pe [AC şi punctul C* pe C. Rezultă (BC) = (BC). Î m Î şi Cm C, deci 
AABC = AA'B'C". 2) Placa se găseşte în semiplanul opus. Întorcindu-l, ajungem la 
aceeaşi situație ca şi în cazul 1) cu deosebirea că faţa neagră este sus. 


corema 1. (Teorema de congruență U.L.U.) Dacă triunghiurile 
şi A'B'C' au 
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A B A cp 
Fig. 1.43 


Demonstraţie. Determinăm conform teoremei de construcție a unui segment 
punctul PE (4'C' astfel ca (4AC)=(4'P). Folosind axioma L.U.L. 
rezultă 


(6) AABC = A4'B'P, 
A pă A Pai 
deci 5 = 4'BP. Pe de altă parte B = AB" (din ipoteză) și P, C' sint 
de aceeași parte a lui A'B", prin urmare [B'C' = [B'P în virtutea axiomei 
U.2. Rezultă C” = P şi astfel relaţia (6) devine AABC = A4'BC'. 
el.) Dacă peut » triungi 


Demonstraţie.  Aplicind axioma L.UL., din (AB)m(40) rezultă 


ABC m AACB, deci m E. Teorema U.L.U. ne arată că Î m C implică 
(AB) = (40). 


i i de alta a drop 
Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că segmentul (CC') intersectează 
dreapta AB într-un punct 0. Deosebim următoarele cazuri: 


a) O €e (AB) (fig. 1.45, a)). Triunghiurile ACC' şi BCC" sint isoscele, deci 
conform teoremei 2 


Pi Pi 
Fes) ACE m ACE şi 5CE m BCE. 


L:) 


, 


Fig. La Fig. 145 


Cum (CC” e Int ACĂ, putem aplica teorema de adunare a unghiurilor (8, 
teorema 6), deci: ACă = ACĂ. Din axioma L.U.L. rezultă AABC= A ABC. 
b) A € (08) (fig. 1.45, b). Relaţiile (7) se deduc ca la punctul a). Din 
ie 
teorema 8 de la $ 6 obţinem ACE ma ATȚB. Aşadar şi în acest caz AABC 
= Ac. 


c) BE (04). Demonstraţie ca la punctul b). 
d) O — A sauO = B. Lema rezultă imediat din teorema 2 şi axioma L.U.L. 


DPeoorema 3. (Teorema de congruență LL.) Dacă triunghiurile ABC 
şi A'B'C" au 
& (AB) mm (4'B), (AC) mm (4'c'), 
atunci AABC m AA'B'C, 


(80) m (po), 


e punctul A, 


Demonstraţie. În semiplanul limitat de BC care nu conți 
semidreapta 


tate cu teorema de construcţie a unui ungli 


ducem în contor 
(BP astrel ca EBD m +, apoi determinăm pe (BP punctul P astfel ca 
(BP) = A") (fig. 1.46). Atunci APBC ss AA'B'C" în virtutea axiomei 
LU. Din (PB) = (48), (PO) m (AC) şi relaţiile (8) obţinem: 
(AB) = (PB), (AC) m (PC). Contorm lemei avem AABC = APBC. Cum 
APBO mm AA'B'C, rezultă că AABC m AA'B'C. 


Exerciţii 


4. Fie MBC = AAC. Se iau punctele De (BC) şi De (BC) asttel ca 


Er MI Ea 
(BD) = (4'D'). Să se arate că BAD = FA şi DAC = PA. 
Să se arate că biseclourea un- 


5. Fie ABC un triunghi isoscel (AB) = (AC 
ghiului A taie segmentul (EC) într-un punct A” şi să se arate ca A” „este mijlocul lui 
(UC) și A LL Be. 
În triunghiul ABC avem (AB) = (AC); bisectoarele unghiurilor A, E taie laturile 
TACI, LAB] în &, C'. Să se arate că (BB) = (CC). 
mâtoarele proprietăţi: (20) = (ED), 


- 7. Fie ABCDE un pentagon convex cu 
> Pa 
(AC) s (AD), BCD = CDE. Să se arate ca Ap 


- 8, Pe laturile unui triunghi echi- i A 
tnteral' ABC se consideră punctele 
P e (BC), 9 e (CA), Re (48) 
asttel ca (BP) = (CO) = (AR). De- 
monstraţi că triunghiul POLE este se 
cchilateral, £ Lp zi 


“9. Se ia un punct M In înte- 
riorul triunghiului isoscel ABC (A B) = 


= (40) astre ca AG = AC S 

Să se arate că M se găseşte pe 

i e e 

bisectoarea unghiului AY. Fig. 1.46 
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3 — Matematica—Geometrie şi trigonometrie cl. a Ex-a 


Indicaţie. Se va arăta că BMC este un triunghi isoscel, apoi AAMB = AAMC (L.L.L.). 


10. Pe laturile congruente [AB], LAC] ale unui triunghi isoscel se iau punctele D şi E 
astfel ca (AD) = (AE). Să se arate că segmentele (BE) şi (CD) au un punct. comun 


Ps 
şi că acesta este situat pe bisectoarea unghiului BAC. 


11. De o'parte şi de alta a unei drepte AZ se duc semidreptele [AM şi [EN care for- 
mează cu [AB respectiv [BA unghiuri congruente. Pe a idrepte se inu segmentele 
congruente (AC) şi (ED). Să se arate: a) (CD) şi (AL) se intersectează într-un punct O; 
») O este miilocul segmentului (42). 


N 12. Fie punctul Z interior unghiului AOC şi A”, B', C” cite un punct pe senmdreptele 
opuse lui (OA, (OB, (OC asttel ca (04) = (04), (OB) = (05), (OC) = (00). Se 
presupune că punctele A, £, C nu sint colini Să se arate că nici A", B, C” nu sînt 
coliniare şi AABC = AA'B'C. 


$ 10, Inegalităţi geometrice 


Unghiul exterior al unul triunghi 


Detinitie. Un unghi se numeşte unghi ezterior al unui triunghi dacă este 
adiacent cu unul din unghiurile triunghiului şi suplomentar cu el. 


în figura 1.47, (BM şi (BC sint semidrepte opuse, unghiurile ABE și 
a Lia 
AB sint adiacente și suplomentare, iar ABE este unghi al triunghiului, 
PaȘ 
deci ABĂI este un unghi exterior al triunghiului ABC. 


Un, triunghi are şase unghiuri exterioare, cite două cu acelaşi virt. Unghiu- 
rile exterioare cu acelaşi virf siat congruente fiind şi opuse la virf. Un unghi 
exterior al triunghiului ABC, cu virtul în A, este neadiacent cu unghiu- 
rile B şi C ale triunghiului (fig. 1.48). 

meorema 1. (Teorema unghiului exterior.) Un unghi exterior ul unui 


triunghi este mai mare decit orleare din unghiurile triunghiului, neadiacont 
cu acel unghi. 


Fig. 1.47 Fig. 1.48 
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Demonstraţie. Fie triunghiul ABC şi 
CAN ua unghi exterior (fig. 1.49). 'Se va 


Pr rit tini 
arăta că m(CAJ) > m(ACĂ). D fiind mij- 
locul. segmentului (AC), pe semidreapta 
opusă semidreptei (DB se consideră pune- 
tul E astfel încit (BD) = (DE). 


a 
Deoarece E € Int CA, (ex. 6, $6), 
f PE ape 
din teorema semidreptei interioare unui unghi rezultă că CAE < CA; 
= a 
pe de altă parte: ADAE m ADCB (din L.U.L.), deci m(ACĂ) m m(S2k) < 


pe a pa i 
= m(CAJĂ). Pentru a arăta că m(CA) > m(ABE) se face un raţionament 
analog, folosind insă compararea cu celălalt unghi exterior cu virful în A. 


Fig. 1.49 


Aplicaţie. Într-un triunghi cu două laturi necongruente, laturii 
cu lungimea niai mare i se opune unghiul mai mare şi.reciproc. 


Demonstraţie. În triunghiul ABC cu AC > AB (fig. 1.50), se con- 
sideră D € (AC) asttel incit (AD) mm (AB). Atunci ABD este triunghi 


Pasi 
isoscel și ABb = 4Da > ACE, ADE tiind-unghi- exterior triurighiulai 


- Pa — = 3 
BDC. Pentru că D € (40), (BD e Int ABE, deci ABC > ABb > ACB. 
Demonstrația afirmației reciproce se face prin reducere la absurd: 


Teorema 2, Suma lungimilor a două laturi ale unui triunghi osto 
mai mare decit lungimea celei de a treia laturi, A 


Demonstraţie. A BC tiind un triunghi (fig. 1.51), ne propunem să demonstrăm 
de exemplu că 


AB + BC > AC. 


Fie M € AB, asttel incit B € (AM) și (BC) = (BM). Inegalitatea care 
trebuie demonstrată revine la: 


AB + BM = AM > AC. 


e [ed 
SSE AS 
Ei zi PI 8 M 
Fig. 1.50 Fig 1.51 
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Pontru-a demonstra că AM > AC este suficient să se demonstreze că 
Pas Pay 

m(ACĂN > (ADIO). Prin construcţie, triunghiul CBA este isoscel deci 

— Pe ps 

At = ECĂL. Deoarece B E Int ACM, 


(4630 > (50 = m(ÂMD, 
ceea ce demonstrează teorema. 
Observaţie. Pentru un triunghi ABC au loc inegalităţile 
AB + BC > AC, 
AC + BC > AB, 
care sint echivalente cu 
BC > AC — AB, 


BC > AB — AC = —(4C — AB). 
Deci 
BO > LAC — AB | 
sau: lungimea oricărei laturi a unui triunghi este mai mare decit valoarea absolută a dife- 
renței lungimilor celorlalte două laturi. 

Vom reaminti următoarele noţiuni: triunghiul cu un unghi drept se numeşte 
triunghi dreptunghic. Laturile care formează unghiul drept se numesc cateley 
iar latura opusă unghiului drept se numeşte ipotenuză. 

Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor sale. 


Exerciţii 


1. Două drepte distincte, perpendiculare pe aceeaşi dreaptă, nu sint concurente. 
3. Dacă un triunghi are un unghi drept (sau obtuz), celelalte două unghiuri 
sint ascuţite. 


3. fatr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai -mare decit lungimea 
oricărei. catete. 


4. Fie triunghiul ABC şi M, NN două puncte astfel încit Be (MO), Ce (BN). 
Pi PS A A 
Să se demonstreze că m(MAN) < m(4) + m(B) + m(C). 


5. Să se arate că oricare ar fi unghiurile proprii 1 şi pg, există un triunghi ABC 


A ră PI PA A A 
asttel încit m(â) + m(5) + m(C) > m(hh) și m(A4).< m(p9). 

16. Fie patrulaterul convex ABCD în care (AD) este latura cea mai lungă și 
(BC) cea mai scurtă; atunci 


Pi rap Pai Pi 
m(ĂBE) > m(ÂDE) şi m(&CD) > m(BAD). 


A PI Ps 
Indicaţie. în triunghiul ABD, AD > AB, deci _m(4BD) > m(ÂDB) (tie. 1-52) 


PR ps 
în triunghiul BCD, BC < CD, deci m(5BE) > m(5DE). Adunind membru cu membru 
cele două inegalităţi, se obţine: 


ps Pe Pi Pi Pa > 
m(455) + m(5B0) > m(ÂDB) + m(âD0) sau m(4H0) > m(ApE). 
La fel se demonstrează 


cea de a doua inegalitate. 
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e 
[i 
[ E o, 
y 2) 
Ă A, E 


Fig. 1.52 Fig. 1.58 
+7. În triunghiul ABC se consideră punctele A, e BC, B, e AC, Ci Ss AB asttel 
ca AA, | BC, BB, | AC, CC, | AB. Să se arate că: 
AA, + BB, + CC, < AB + AC + BC. 
» 8*. Se consideră triunghiul ABC în care AB < AC şi punctul D, astiel încit 
C e (AD). Să se aratercă pentru orice punct M, M e (20) are loc: 
Pi Psi Pei 
m(i37) + (737) > m(E075) + m(37D8). 
9. Pie triunghiul ABC şi O e Int ABC. Să se demonstreze că 


o ea LAB 04 +O0B +00 & BC + CA + AB. 


Indicaţie. În triunghiurile OAB, OAC, OBC au loc: 
OA + OH > AB, OA + OC > AC, OB + OC > BC (fig. 1.58). 
Adunind membru cu membru se obţine: 


OA + OB +00 > (AB + 40 + BC). 


Pentru a doua inegalitate fie (D) = AON BC. Avem D e (BC) şi inegalitaţile 40 + 
+ 00 < AO -+ OD + DO = AD + DC, AD<AB+ BD; rezultă ca 40-00 <a 
< AB + BD + DO sau AO + OC < AB + BC. Se obţin în mod analog alte două 
inegalităţi şi apoi se adună membru cu membru. 


10+. Lungimea unui segment este mai mică decit lungimea oricărei linii poligonale 
care ure extremităţile segmentului ca virluri. 


Indicajie. Dacă linin poligonală are două laturi atunci se aplică direct teorema 2, 
Dacă linia poligonală are virturile A, Mu, May: Mm, B, se scriu inegalitţile:! 
AB < AMF MB, MPS MM + MB, con Mana < Masa + MaaB, 
Mn < Man + MnB. 
Se adună membru cu membru şi se obţine: 


AB MB + coc t Mal < AM + MaMa + o + MnoMa + MaB + MB + 
MB + $ MaaB, 

AB < AM, + MM, + --- + MaB. 

11%. Se consideră poligoanele convexe P" şi P*. Dacă suprafaţa poligonală deter- 


minută de P” este inclusă în suprafața poligonală delerminată de P”, atunci perimetrul 
poligonului P” este mai mic sau egal decit perimetrul poligonului P”. 


sau 
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Indicaţie. Se consideră întii cazul cînd P” şi P” au o latură comună. 
19. Fie triunghiul ABC şi D mijlocul laturii (BC). Să se arate că: 
4-a AREA0,, 
. 2 
18. Se consideră triunghiul ABC şi Ax, Ba, Ca respectiv mijloacele laturilor (BC), 
(AC), (AB). Să pe arate că: 
AB 40 + PE o A4, + BB, + CC, < AB + AC + BC. 
14%. se consideră două puncte A și Z şi o dreaptă d care nu trece prin nici unul dintre 
ele. Să se determine un punct C, C & d astfel ca oricare ar fi M, M e d, să aibă loc: 
AC + CBS AM + MB. 


Indicaţie. Se disting două cazuri: a) dreapta d nu separă punctele A şi B. Fie AA'Ld, 
(0) = A4' nd, (04) m (04) şi O e (44); A” şi B fiind în semiplane opuse, există 
C, (4'B) na = ic) şi 


A'B = A'C + BO = AC + BC; 
fie Med, MAC 
A'M + MB > A'B = AC + CB; 
b) dacă d separă pe A şi B, (0) = (AB)Nd. 


15*. (Problema biliardului). Fie două mingi de biliard situate în punctele A şi £ şi 
(CD) o latură a mesei. Sa se determine punctul M, M e (CD) în care trebuie să atingă 
latura (CD) după lovire una din bile pentru ca să o ciocnească în continiiare pe cealaltă, 

Se 


ştiind că AMC m BMP. 


$ 11. Alte cazuri de congruenţă ale triunghiurilor 


Teorema de congruenţă a triunghiurilor L.U.U. 
mooremă 1. Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C“ sint asttel încit (AB) = 
(48), Î m Â! şi E ma E atunci AABC = ABC. 
Demonstraţie. Pe semidreapta (A'C' se consideră punctul C” astfel încit 


(40) = (4'0”) (fig. 1.54). Atunci AABC m AA'B'C” (din L.U.L.). 
a) Dacă C” = C”, teorema este demonstrată. 
Pi 


Pai 
b) Dacă C” e (4'C'), atunci A'C"B' = ACB = A'C'B', ceea ce nu este 
posibil deoarece ACB” este unghi exterior triunghiului B'C'C. 


Cc = 


5 Fig. 15% 
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E Ps Pt 
c) Dacă C' € (4'C”) atunci pai CEzA =ACBb= AC, ceea ce de 
asemenea nu este posibil intrucit A7C"B' este unghi exterior triunghiului 
Boer. 
Deci singura poziţie posibilă este C” = C” adică AABC = AA'B'C. 


Congruenţa triunghiurilor dreptunghice 


In cazul particular al triunghiurilor dreptunghice, teoremele de congruență 
se pot formula astfel: se consideră triunghiurile ABC şi ABC", Î = Â — 906, 

Cazul I (C.C.) Dacă (AB) = (4'8) şi (AC) m (4'C*) atunci triunghiurile 
sint congruente. 

e 

Cazul II (C.U.) Dacă (AB) (4'B) şi AB, atunci triunghiurile 
sint. congruente. 

Cazul II" (C.U.) Dacă (48) = (4'2) şi Ca să atunci triunghiurile 
sint congruente. 

Cazul III (L.U) Dacă (B0) m (BC) şi îm Î atunci triunghiurile 
sint congruente. 

Pentru triunghiurile dreptunghice există şi un caz special de congruență. 

Meoremă 2. (Cazul IV.C.1.) Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C' cu 
m(Â) = m(Â') = 907, veritică condiţiile. (422) ma (48) şi (80) m (po), 
atunci triunghiurile sînt congruente. - 

Demonstraţie. Pe semidreapta (A'C' se consideră punctul C” astfel ipoit 
(AC) = (4'C%) (fig. 1.55). Atunci AABC ss AA'BC" (din cazul CC). 

a) Dacă C' = C", teorema este demonstrată. 

b) Dacă CrE(A'C') atunci (B'C") m (BC) = (BC) şi triunghiul B'orc” 

i Pe 
este isoscel, B'C'C” m W'C"C'. Dar WC"E este exterior triunghiului A'B'0” 
Pi za A 

deci 2/00 m Fă > AP odea ce nu este: posibil -poriteu  oă. triunghiul 
B'C'C" nu poate avea două unghiuri obtuze. 

e) Dacă CE (4'0*), în mod analog rezultă că triunghiul BCC” este 

Pe 


> 
isoscel; dar Z'C'C” este exterior triunghiului A'B'C" deci FC" FC" > A, 


ceea ce de asemenea nu este posibil. 
Prin urmare singura poziţie posibilă este C” = C*, deci A ABC = A4'B'C. 


i e 
zi 
Ge 
Fig. 1.55 A Aa La 
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Exerciţii 


1. Fie triunghi 


ile isoscele ABC şi A'B'C" ((AN! 


(AC), (4'8) = A'0%)), în cure 
pa 
(AB) = (4'B) şi ABC = ABC. Săse demonstreze că AABC = AA'B'C. 

2. Dacă în patrulaterul convex AHCD, Â = € şi LED este bisectoarea unghiului î, 


atunci [DB este bisectoarea unghiului 5. 

3. Dacă în triunghiul ABC, AA” L BC, BB LAC, A'e (BC), be (AC) şi 
(44') = (BB), atunci triunghiul este isoscel. 

4. SA se arate că dacă AABC S ADEF şi A4, | BC, DD .LEF, A e LC, 
De BE, atunci (AA) = (PD). 


5. Se consideră patrulaterul convex ABCD în care m(Â) = m(D) = 90* 


i punctele 


pe Ps 
M e (BC), Ne (DC). Sa se arate ca daca (AM) = (AN) şi BAM = DAN, utunci 


(Bic) = (po). 


$ 12. Distanţa de la un punct la o dreaptă 


meoreoma 1. Fiind dută dreapta d şi punctul A, A d, există o 
siuzură drenptă d, ustiel încât V ed şid' d. 


Dumonatiaţie. a) Ezistenţa. Se consideră A şi BA Ed, BEGA B 
(fiu. 1.56). Dacă MA Ldsau MBL d, existenţa perpendicularei din Mped 
este demonstrată. În caz contrar, fie în semiplanul determinat de d care nu-l 
conţine pe M, semidreapta (AP asttel incit MAB mm PAY și CE(AP, 
(AM) m (40). M şi C fiind în semiplane opuse faţă de d, există punctul 


. Po 
Mi NMC) = (MM). AAMM m AAMC (din L.U.L.) deci AM! 
re] Pi Per Po PP. 
= AMA şi ASTE, AMA suplementare. Rezultă că m(ÂMC)=m(AM'ÂL)= 

90= ceea ce demonstrează existența perpendicularei. 


b) Unicitatea. Se arată prin reducere la absurd (fig. 1.57). Dacă MA _L. d, 
MB_LdAA Cd BEGA p B, atunci triunghiul AA B are două unghiuri 
drepte ceea ce nu este posibil. 

a) şi b) demonstrează teorema. 


M M 


Fig 1.57 
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pi 
1 
1 
8 | 
| 
Z A Mr la 
Fig. 1.58 Fig. 1.59 


Punctul de intersecţie al perpendicularei pe d din M, cu d, se numeşte 
piciorul perpendicularei duse din M pe dreapta d. 

Teorema 2. Se consideră dreapta d, pu NA, Ag d şi M' piciorul 
perpendicularei din A/ pe d. Atunci, oricare ar fi punctul A, A Ed As, 
are loc MM" < MA. 

Demonstraţie. "Triunghiul AMM' este dreptunghic (fig. 1.58), (MM) 
fiind o catetă, lungimea catetei este mai mică decit lungimea ipotenuzei (MA). 

Din teoremele 1 şi 2 rezultă că există pe dreapta d un punct unic JI, 
astiel incit MAL < MA oricare ar fi punctul A, A € d. 

Dotiniţie, Se numește distanţa de la un punct la o dreaptă căreia nu-i upar- 
ţine, cea mai mică distanță dintre acel punct şi punctele dreptei. 

Din cele de mai sus rezultă că distanţa de la un punct la o dreaptă este 
distanţa dintre punct şi piciorul perpendicularei duse din punct pe dreaptă. 
Se notează dA, d) = min MP = d(M, A) = MA, unde M' Ed şi 
mor d. i 

Dacă M € d, se defineşte d(M, d) =0. 

Uneori se va utiliza şi noţiunea de distanţă de la un punct la o semidreaptă, 
înţelegindu-se distanța de la punct la suportul semidreptei. 


Definiţii. Punctele A şi A” se numesc simetrice faţă de dreapta d, dacă 
A= A" E d sau AA' L d şi mijlocul lui (AA”) se află pe d. În acest caz, 
punctul A” se numeşte simetricul lui A faţă de d. 

Punctele A şi A” se numesc simetrice faţă de punctul O dacă O este mijlocul 
lui (AA”) sau A = A" = 0. Mulțimile de puncte A şi A! se numesc simetrice 
faţă de dreapta d (sau punctul O) ducă M' este mulţimea 
simetricelor punctelor din _/ faţă de dreapta d! (sau A 
taţă de punctul 0). 

În figura 1.59 A şi A! sint simetrice față de d, în 
figura 1.60 A şi A” sint simetrice față de O, iar în figu- 4 
rile I.61 şi 1.63 A şi sint simetrice faţă de d res- 


pectiv 0. În figurile 1.62 şi 164 47 = MW. În 
acest caz, se numește o ază de simetrie a lui A iar 4 
O centru de simetrie a lui A. Fig. 1.60 


a 


Fig. 1.62 


Fig. 1.63 Fig. 164 


Exerciţii 
1. Fie triunghiul ABC şi A, piciorul perpendicularei duse din A pe BO. Să s6 de- 


monstreze că dacă Â şi O sint ascuţite, atunci A,-a'(B0), iar dacă Â este obtuz, atunci 
B e (4.0). 

3. Se considară o dreaptă, d, punctul A, A ge d şi A” piciorul perpendicularei. din 
A pe d. Să se demenstreze că dacă punctele £ și C, Hed, Ced sint astfel încit 
AB < AC atunci AB < AC. Să se formuleze şi să se demonstreze afirmaţia reciprocă 
ucesteia. 

B+. Dacă ABC este un triunghi isoscel cu (AB) m (AC), atunci pentru orice punct 
De (20), are 100 AD < AB. 

4». Dacă ABC este un triunghi isoscel cu (AB) m (AC) şi De BC asttel încit 
AD < AB, atunci D e (B0). 

5*. Se consideră triunghiul ABC în care AB < AC. Să se arate că pentru orice 
punct D e (BO), AD < AC. 

6*. Fie A un punct situat pe o dreaptă d, BEd şi Ce AB. Se notează cu 
B” şi C* simetricele lui 2 şi C faţă de dreapta d. Să se demonstreze că punctele A, 
B', C* sint coliniare. 


Indicaţie. Fie D şi E picioarele perpendicula- 
râlor din B şi C pe d. Se consideră două cazuri 
1) Ce (AB (fig. 1.65). Are loc: (BD) = (DB), 
(CE) = (£C”) şi asttel AABD = AAB'D, AACE = 

E a 
= AAC'E. Rezultă EAPB' = EAC' şi deoarece B', 
G' sint de aceeași parte a lui d, din teorema. de con- 
Fig. 1.65 strucţie a unui unghi se deduce că (AB = (AC'. 


42 


2) A e (BO). Raţionind în mod analog, 


E 
DAb = EAY şi din teorema 3, $ 7, rezultă că 
(AB şi (AC* sint semidrepte opuse! (fig. 1.66). 
7+. Să se arate că: a) simetrica unei drepte 
faţă de o altă dreaptă, pe care o taie, este tot 
o dreaptă. b) O dreaptă admite o infinitate de 
axe de simetrie. Să se afle aceste axe. c) Sime- 
tricul unui segment faţă de o dreaptă este un 
segment de aceeași lungime. d) Să so afle axele de simetrie ale unui segment. 


Fig L66 


$ 13. Mediatoare. Bisectoare. Locuri geometrice 


Definiţie. Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculară pe seg- 
ment dusă prin mijlocul segmentului. 

Existenţa și unicitatea mediatoarei rezultă din faptul că mijlocul unui 
segment există şi este unic, perpendiculara printr-un punct al dreptei pe 
dreaptă există şi este unică. 


Peorema Î. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal 
depărtat de cupetele segmentului. 

Demonstraţie. Se consideră (AB), O € (AB), (04) =(0B), şi M un 
punct de pe mediatoarea segmentului (AB) (fig. 1.67). Dacă M=0, 
afirmaţia este evidentă. Dacă M 4 0, AAOM = ABOM '(C.C.) şi rezultă 
(AM) = (BM) deci AM = BM. 


Teorema 2. (leciprocă.) „Orice punct egal depărtat do capetele unui 
segment aparține mediatoarei segmentului. 


Demonstraţie. Se consideră (AB) şi M un punct astfel încît (A7A) sa 
= (MB) (fig. 68). Dacă M € AB atunci M este mijlocul segmentului 
(AB) şi aparţine mediatoarei. Dacă WM g€ AB, lie O mijlocul segmentului 

E 
(AB). AAOM = ABOM (din L.L.L.). Deci AGÂ/ m OA. Deoarece cele 


două unghiuri sint şi suplementare, rezultă că MO _L AB, ceea ce inseamnă că 
MO este mediatoarea segmentului (AA). 


Din cele două teoreme rezultă că mediatoarea unui segment este mulţimea 
punctelor care au proprietatea că sint egal depărtate de capetele segmentului. 


si Mm 
a [2 e ai z i? 
Fig. 1.67 Fig. 1.68 
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Pentru o mulţime de puncte care verifică o anumită proprietate se folo- 
seşte şi denumirea de „locul geometric al punctelor care au proprietatea (“. 
Astfel mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor egal 
depărtate de capetele segmentului. 

In general, pentru a demonstra că o mulțime _// de puncte este locul goo- 
metric al punctelor care verifică o proprietate ( se va demonstra că orice 
element al mulţimii /L verifică proprietatea P şi că orice punct care verifică 
proprietatea P aparţine mulţimii JL. 

Un alt exemplu de mulţime de puncte care verifică o anumită proprietate 
este bisectoarea unui unghi. 


Meoroma 3. Bisectoarea unui unghi propriu este locul geometric al 
punctelor din interiorul unghiului egal depărtate de laturile unghiului, reunit 
cu virtul unghiului. 


Demonstraţie. a) Se va arăta că orice punct de pe bisectoare are proprie- 


tatea enunțată (fig. 1.69). Fie fă un unghi, O virtul unghiului, s biseotoarea 
lui şi M E s— (0). Se notează cu A şi B picioarele perpendicularelor din M 
pe suporturile lui A şi k. A Eh căci alttel triunghiul OA JJ ar avea un unghi 
obtuz şi unul drept; analog, B Sk. ADAM = AOBH (din L.U.); rezultă 
(MA) = (UB), deci d(M, h) = A, h)- 

b) Se va arăta că orice punet M cu proprietatea A(M,h) = 9(M,%) şi Me Intl 
aparţine bisectoarei unghiului HA. Dacă A şi B sint picioarele perpendicularelor din 
M pe suporturile lui h şi k, se va demonstra că Aehşibe k. Presupunind con- 
trariul, de exemplu A gh, rezultă că segmentul (AM) intersectează latura LA 
deoarece din exerciţiul 13, $ 6 deducem că (AM) intersectează una din laturile 
unghiului şi aceasta nu poate fi decit k. Fie (C) = (AM) Nk. Deoarece MC>MB 
(teorema 2, $ 12) şi AM > CM, rezultă că AM > MB, ceea ce contrazice ipoteza, 
La fel se arată că Beh. Din (MA) = (MB) rezultă că AOAM a AOBM (C..), 


Pasi Pas ș py 
deci AOXI m HOM şi rezultă că (OM este bisectoarea unghiului Ak. 


Pe baza proprietăţilor de loc geometric ale bisectoarelor şi mediatoarelor 
se pot demonstra următoarele două teoreme referitoare la concurența bisec- 
tonrelor şi mediatoarelor unui triunghi. d 

Teorema 4. Bisectoarele unghiurilor unui triunzhi sînt concurente. 

Demonstraţie. Din teorema transversalei rezultă că  biseotoarele 
unghiurilor A şi A intersectează pe (BC) şi (AC) în cite un punct D 


respectiv LE (fig. 1.70). Din aceeaşi teoremă rezultă că există punctul 7, 
A 


Fig. 1.70 


a4 


(= (AD)N(BE = (BB) N (AD). Aşadar A 


D= : 
7 E Int ACB. Din proprietatea punctelor 
bisectoarei unui unghi rezultă d(7, BC) = 


= AU, AB), dU, AB) = dU, AC) şi deci i 
dU, BC) = dU, AC) şi pentru că I€ 
E Int ACB rezultă că [CI este bisectoarea 
“unghiului &. 
8 EZĂ G 
Poeorema 5. Dacă două dintre Fig. 1.71 


modiatoarele laturilor unui triunghi sînt con- 
curente, atunei cele trei mediatoare ale laturilor triunghiului sînt concurente. 

Demonstraţie. Fie triunghiul ABC, d, şi d mediatoarele segmentelor (4.B) 
respectiv (BC), (0) = d, N d, (fig. 1.71.) Din proprietatea punoțelor media- 
toarei rezultă că (04) = (08), (08) = (00) deci (04) m (00), ceea ce 
inseamnă că O aparţine mediaţoarei segmentului (AC). 

Se observă că această teoremă nu asigură faptul că în orice triunghi media- 
toarele laturilor sint concurente, ci exprimă doar o condiție suficientă pentru 
concurenţă. Cu axiomele admise, pină acum, nu putem demonstra că media- 
toarele a două laturi ale unui triunghi sint concurente. Acest lucru se va, face 
în capitolul II după enunțarea unei alte axiome, „axioma paralelelor“, 


Exerciţii 


1. Fie punctele distincte A şi B. Să so afle locul geometric al punctelor M pen= 
are AM LAB. 


2. Fio punctele distincte A şi: B şi numărul real a e (0; 180). Să so afle locul 


truc 


Ps 
goometrie al punctelor M pentru care m(AAB) = o. 


8. Fie triunghiul ABC şi cele două unghiuri exterioare ale triunghiului caro au ca 
latură [BC respectiv [CB. Să se: demonstreze. că dacă biseetoarele celor două unghiuri 


exterioare sint concurente într-un punct M, atunci M aparţine şi bisectoarei unghiului A. 


4. Se consideră punctele A şi B şi o dreaptă d, Ad, Bed. Să se determine 
un punct C, Ce d astfel ca (4C) = (BC). Discuţie. 


6. Fie unghiul Jk şi două puncte A şi B. Să so determine un punct C astfel ca 
(40) = (CB) şi a(c, n) = a(c, n). 


$ 14. Drepte neconcurente 


Din axiomole de incidenţă a rezultat că două drepte distincte au cel mult 
un punct domun, fără să se pună problema dacă există două drepte care să 
nu aibă nici un punct comun. Răspunsul la această intrebare este afirmativ 
şi este justificat în următoarea: 
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Teorema 1. Pentru orice dreaptă d 
şi orice punct M ge d, există o dreaptă A, 
astfel încît V € h şi dh = 0 

Demonstraţie. Fie dreapta d, M ed şi 
d M MM' d, M' e d; se consideră dreapta h, 
MEh şi h _L MM". Se va arăta că A şi 
d nu sint concurente, prin reducere la 
absurd (fig. 1.72). 

Se presupune că (P) = h N d. Dacă M, M', P sînt necoliniare atunci 
triunghiul M MP are două unghiuri drepte ceea ce este absurd. Dacă M, M', P 
sint coliniare atunci k = d (pentru că h = MP şi d = M'P), deci MEd, 
ceea ce contrazice ipoteza. 


Fig. 1.72 


Observaţie. Din teoremă rezultă că, fiind dată o dreaptă d, prin orice punct M at 
planului care nu aparţine dreptei d, trece cel puţin o dreaptă neconcurentă cu d, dar nu 
exclude existenţa mai multor drepte cu aceeași proprietate. 


Utilizind ideea din demonstraţia teoremei 1 se pot stabili condiţii pentru 
ca două drepte să nu fie concurente. Înainte de aceasta se vor introduce 
citeva noţiuni. 


potimiţie. O dreaptă se numeşte secantă (sau transversală) pentru două 
sau mai multe drepte dăcă intersectează fiecare din aceste drepte în puncte 
distincte. 

În figura 1.73 dreapta d este o transversală pentru du, da, da dreapta da 
este o transversală pentru di, da, d. 


vetiniţie, Două unghiuri se numesc alterne interne dacă intersecţia a două 
laturi este un segment, iar celelalte două laturi sint situate în semiplane opuse 
faţă de dreapta ce conţine segmentul. 


: sa 

În figura 1.74 CAZ şi ABD sint unghiuri alterne interne, pentru că 
(BN (BA = (AB), Ci D fiind în semiplane opuse faţă de AB. Dreapta 
AB este o secantă pentru dreptele AC şi BD. Se observă că în figura compusă 


d, 


a 


Fig. 1.73 Fig. 1.74 
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Fig. 1.75 Fig. 1.76 


de două drepte și o secantă se formează două perechi de unghiuri alterne 
interne. 


Fie dreptele d,, d, şi secanta d (fig. 1.75). 
Cea, DPEd, E Edy FE d, dă ='4), Ind = (8), Ae(CD), 
Be (EF), Med NEdA€E (MB),-B €e (AN). 


za m 
Perechile- de unghiuri (CAB, ABE), (DAR, ABE) se numeso alterne 
m PE DE a, 
interne. Perechile de unghiuri (MAT, ABE), (CAB, EBĂ), (MAD, ABP), 
Se d asi Me cae 
(AB, FBĂ) se numesc corespondente. Perechile de unghiuri (FBA, DAB), 
(E2b, AB) se numesc interne de aceeaşi parte a secantei: 
meorema 2. Dacă pentru două drepte distincte există o secantă cu 


caro formează o porecho de unghiuri alterne interne congruente atunci dreptele 
nu sînt concurente. 


Demonstraţie. Fie d, 4 da, secanta d, (A) = d, N d, (8) = daNd,C Ed, 


D E du d separă C şi D, CAk = ABD (fig. L:76). Se presupune prin absurd 
că d, nd, = (Pi. Dacă A, B, P sint pecoliniare triunghiul ABP are un 
unghi exterior congruent cu un unghi interior” neadiacent cu el, ceea ce 
este absurd. Dacă A, B, P sint coliniare atunci d, = da, ceea ce contrazice 
ipoteza. 


Exerciţii 


1. Săi se demonstreze că dacă două «drepte distincte formează cu o secantă o pereche 
de unghiuri corespondente congruente sau o pereche ge unghiuri interne de aceeași parte 
a secantei suplemeritare, atunci dreptele sint nesecante. 


2. Să se demonstreze că dacă segmentele (AB) şi (CD) nesituate pe aceeași dreaptă 
au mijlocul comun, atunci AC D BD = 0, ADN BC = 8. 
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A 
o 
a 
ati 
8 0, c Cc 


Fig. 1.77 Fig. 1.78 


Exerciţii recapitulative 


1. Se consideră triunghiul ABC în caro m(HA0) > m(430) + m(4CĂ și D: 


este mijlocul segmentului (BC). Să se arate că AD < me 


Indizaţie. Din ipotăză m(510) = m(IAD) + m(54E) > m(ÂBd) + m(ăCă 


Pi Ps 
deci sau m(A4b) > m(Â50) şi BD > AD sau m(DA?) > m(ÂĂC şi CD > AD 


(fig, 1.77). 
2*. Dacă în patrulaterul convex ABCD, AB + BDS AC + CD, atunci AB < AC. 
Indicaţie. Se arată în prealabil că suma lungimilor a două laturi opuse este mat 


mică decit suma lungimilor diagonalelor. Se obţine: AB + CD = AC + BD şi prin 
adunare membru cu membru cu inegalitatea din ipoteză se obţine concluzia (fig. 1.78). 


8. Dacă pentru triunghiurile ABC şi A'B'C' au loc: (AB) m (48), Ba Î, 
atunci d(4, BO) = aţa”, Bo). 


4. Se consideră triunghiurile ABC şi A'B'C" în care (AB) (4'B'), (AC) m (A 


Î mm 7. Sa se arate ch dacă unghiurile C şi G sint ambele ascuţite (sau ambele obtuza) 
atunci AABC m A4'BC. 


Îă 


Pe 
5. Fie d bisectoarea unghiului propriu AY şi d” perpendiculara pe d, dusă prin B. 
Să se arate că d N (AC O. 


Indicaţie. Se în Be (AC asttel ca (AB) = (AB) şi se arată că d' coincide 
cu BB. ă 


6». Reuniunea a două drepte concurente, are două axe de simetrie perpendiculare, 


7». Dacă dreptele OA şi OB nu sint perpendiculare, dreapta OC este o axă de sime- 


Tapete 
trio.a mulțimii OA U OB dacă și numai dacă unghiurile COX şi COX sint, congruente sau 
suplomontaro, 
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8*. Fie ABCD un patrulater convex cu A = Își (DA) = (CB). Săse arate că media- 
toarea d a segmentului (AB) intersectează segmentul (DC) şi că d este o axă de simetrie 
a patrulaterului ABCD. 


9*. Dacă două drepte au o perpendiculară comună atunci mulțimea formată din 
reuniunea celor două drepte are axă de simetrie. 


10. Fie A un punct dat, d o dreaptă dată şi P un punct variabil pe d. Să so afle locul 
geometric al simetricului punctului P faţă de A. 
11. Se dă un unghi proptiu Ok. Sa se afle locul geometric al punctelor M asttel înctt 
ps 
(OR să fie bisectoarea unghiului AOXI. În ce caz locul geometric este dilerit de mulțimea 
vida? 


12*. Se consideră punctele M, N, P şi Q pe laturile (AB), [BC], [CD], [DA] ale patru- 
1aterului convex A BOD. Să se arate că patrulaterul MWPQ este convex. Generalizare, 


Capitolul 


IL] 
Paralelism. Asemănare 


$.1. Axioma paralelelor 


Detiniţie, Două drepte d, şi de, situate în planul (, se numesc paralele 
dacă nu au punct comun. Se notează d, || da. Deci d, dd, N d,= 0. 

Două segmente se numesc paralele dacă dreptele care le conţin sint para- 
Iele. Teorema 1 din $ 14 cap. I poate fi retormulată astfel: „Printr-un punct 
exterior unei drepte trece cel puţin o dreaptă paralelă cu eat, 

Să ne punem acum problema: fiind dată o dreaptă d şi un punct A nesituat 
pe ea, există mai multe drepte care trec prin AM şi sint paralele cu d? 
(fig. 11.1). 

Intuitiv se pare că răspunsul este negativ, adică există o singură paralelă 
cu d prin M. Încă din antichitate au existat încercări pentru a demonstra 
acest lucru. Matematicianul grec Euclid (sec. LII. î.e.n.) în cartea sa „Elemente“ 
a prezentat proprietatea sub forma unei axiome admiţind astfel, că nu poate fi 
demonstrată. Această soluţie nu a mulţumit pe matematicieni care au încercat; 
în continuare să o demonstreze, apărind numeroase demonstraţii, are ulterior 
s-au dovedit greşite. De-abia în secolul trecut, din lucrările matematicienilor 
Bolyai, Lobacevski, Gauss, precum şi din modelele date de Beltrami, Klein, 
Poincar6 se desprinde faptul că axiomele prezentate pînă u sînt suficiente 
pentru a demonstra afirmaţia unicităţii paralelei la o dreaptă printr-un punct 
ce nu-i aparţine, dar nici negația ei. Aceasta înseamnă. că proprietatea este 
independentă de aceste axiome şi va fi admisă ca o nouă axiomă. 


m, Axioma paralelelor. Printr-un 
punct A exterior unei drepte d, trece cel mult 
o dreaptă paralelă eu d. 


O primă consecinţă a acestei axiome este: 


a Veorema 1. Printr-un punet 
Fig. Ii dreptei d, trece o sinzură paralelă cu d. 


exterior 


so 


Demonstrație. Existenţa paralelei este asi- 
gurată de teorema 1 $ 14 cap. |, iar unicitatea 
de axioma paralelelor. 

“Teoremele demanstrate fără a folosi „axio- 
ma paralelelor“ alcătuiesc ecea ce se numeşte 
„geometria absolută“. Prin admiterea axiomei 
paralelelor (numită şi postulatul Jui Euclid) 
şi în consecinţă a tututor teoremelor ce decurg big. 14.2 
„din ea se obține „geometria euclidiată“. În 
continuare se vor relua unele teoreme din „geometria absolută“ care în 
„gcometria euclidiană“ vor avea un conţinut mai bogat şi se vor demonstra 
noi teoreme. Trebuie totuşi menţionat că nu toate proprietăţile care apar în 
continuare în acest manual sint valabile numai în geometria „euclidiană“, dar 
prezentarea prin separare totală a rezultatelor penmetriei „absolute“ de cea 
euclidiană“ ar fi îngreunat expunerea. 


meorema 2. (Teorema paralelelor tăiate de o serată.) Două drepte 
paralele formează cu orice seeantă perechi de unzhiuri alerne. interne 
consruente. 

Demonstraţie. Fie d, || de, secanta d, d N d, = țAt, d N da 
PF E da C și [de o parte şi de alta a lui d (fig. 11.2). 


(2). Cea” 


m Pi 
Se presupune că CAB z ADE; atunci, în semiplanul (dF există semi- 


Pe 
dreapta unică (BM, BM i da astfel încât CAB m APAR. Rezultă că BM du 
deci prin PB trec de şi BM, paralele cu d,, ceea ce este în contradicţie cu 
axiomu paralelelor. 


patiuiţie. Patrulaterul cu iaturile opuse parulele se nureşte paralelogram- 


Teorema 3. Într-un paralelogram ABCD, cu AB UCD. BC VAD, 
sînt verilieate următoarele proprietăţi: 


î) (AB) (CD, (BE tA4D), 


Ş Pa „> 
ii) DA = DCR. ADE = 41, 
Dacă țOj = AC N BD arunci (OA) 400), (0B) = (0D), 
iv) Dacă 40) = AC N BD atunci O este cerarul de simetrie at palrulaterului. 
ABCD, 


meoremu 4. Dacă în patruiaterul ABCD este verilicată una din pro- 
prietăţile î), îi), îi), îv) atunei patrulaterul este paralelogram. 
Demonstraţiile acestor două teoreme se lasă sub formă de exerciţiu. Se disting 
următoarele paralelograme particulare. 
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Deliniţii. Paralelogramul cu un unghi drept se numește dreptunghi. Parale- 
logramul cu două laturi alăturate congruente se numește romb. 
Dreptunghiul cu două laturi alăturate congruente se numește pătrat. 


Exerciţii 


1, Doua drepte paralele formează cu o secantă perechi de unghiuri corespondente 
congruente și perechi de unghiuri interne de aceeaşi parte a secantei suplementare, 

2. Două drepte distincte paralele cu a treia dreaptă sînt paralele între ele. 

8. Unghiurile cu laturile respectiv paralele sint congruente sau suplementare. 

4. Dacă d L d, atunci d este perpendiculară pe orice dreaptă paralelă cu d,. 

5. Diugonalele unui dreptunghi sint congruente, 

4 Să se determine axele de simetrie ale unui dreptunghi, romb, pătrat. 

7. Să se arate că diagonalele unui romb sint bisectoarele unghiurilor rombului. 

8. Pio triunghiul AB0, m(Â) = 90* şi Me (40), (ME) m (MC). SA ce demon- 


streze că AM = e. 


9. Dacă in triunghiul AHC, M este mijlocul laturii (5C) şi AM = se, atunci 


triunghiul este dreptunghic, 

10. Si se demonstreze că locul geometric al punctelor sitnate la aceeași distanţă de 
o dreaptă dată este reuniunea a două drepte parulele cu acea dreaptă. 

11. Dingonalele unui romb sint perpendiculare. 

13. Se dă paralelogramul ABC (A || CD, AD || BC) în care (2D) a (AD). Fie M 
mijlocul laturii (CD) şi (ME) a (20), M e (BE). Sa se arate câ: a) IM | CD b)A,D, 
coliniare c) (AD) m (DA). 

18. Dacă dou laturi opuse ale unui patrulater ABCD sint paralele și congruente 
atunci putrulaterul este paralelogram. 


Observatie. La aplicarea teoremei 4 și a exerc. 43 trebuie să veriticăm cu atenţie 
condiţia ca A B0D să fie patrulater în sensul detiniției date: douA luturi opuse să nu aiba 
un punct comun. 


$ 2. Suma măsurilor unghiurilor unui triunghi 


Teorema 1. Într-un triuushi, măsura oricărui unghi exterior este egală 
suma măsurilor unsbiurilor interioare neadiacente cu el. 


vemanstraţie. Fie ACB un unghi exterior al triunghiului ABC și d paralela 
prin C la AB. Atunci A și B sint de aceeaşi parte a lui d, iar Bi D deo 
parte şi de alta a lui d, de unde re- 

zultă că segmentul (A D) intersectează 

dreapta d intr-un punct £ (fig. 11.3). 

(4 Rezultă £ € Int ACD şi m(40D) = 
= m(40B) + m(FCD) (axioma U.3). 


Fig. 1.3 Pe de altă parte AChâ ca un- 


A 
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ARE : : [i pede =: Spa 
ghiuri alterne interne şi CD = B ca unghiuri corespondente, deci m(ACD) 
= m(Â) + m(8). 

Această teoremă este o completare a teoremei unghiului exterior demon- 


strată în cap. L şi ea permite determinarea sumei măsurilor unghiurilor unui 
triunghi. 


Teo 


2. Suma măsurilor unghiurilor unui triunghi este 130. 


E A A A a 3 
Demonstraţie. bn tigura 11.3 m(Â) + m(4) + m(0)=m(ÂCE) + m(ECD) + 
E e Pasi 
+ m(4Că) = m(5CD) = 180%. 


Exerciţii 


1. Suma măsurilor unghiurilor ascuţite ale unui triunghi dreptunghic este 90%, 


2. Măsura fiecărui unghi a unui triunghi echilateral este 60%. 


8. Dacă intr-un triunghi dreptunghic ABC, m(Â) = 90%, m(Â) = 30%, atunci AC = 


4. În triunghiul A BC se duce bisectoarea AA” (4' e BO), iar prin A“ se duc paralelele 
AM: AN la laturiie (AB) şi (AC) (M e AC, N e AB). Să se arate că AMA'N esto un 
romb. 

5. În triungniul dreptunghic ABC (m(Â) = 90) se duce înălțimea AD(D e BC). 
Se uneşte D cu mijloacele £ şi ale laturilor AB şi AC. Să se arate că m(FD3) = 90. 

9. Fio A4, BE, CC” bisectoarele unghiurilor triunghiului A BC(A' & BC, pe 40, 
a AB). Sa se arate ca m(ÂAPb) + m(ÂBY) + m(ECĂ) = 270. 


7. Pe laturile (AB) şi (AC) ale triunghiului echilateral ABC se consideră respectiv 
punctele D şi £ astiel ca (AD) = (CE) şi fie 1M)= (BE) N (CD). Sa se arate că 
m(FMD) = 120%. 


8. Să se demonstreze că dacă un patrulater convex are două unghiuri opuse congru- 
ente atunci bisectoarele celorialte două unghiuri sint paralele şi reciproc, dacă bisectoarele 
2 două unghiuri opuse ale unui patrulater convex sint paralele atunci celelalte două 
unghiuri sînt congruente. 

9. Fie triunghiul ABC ascuţitunghic şi AA” _L BC, BB" L AC, (M) = AA'N BP". 
Atunci m(ÂMD) = m(Â) + m(Â). 


10. Bisectoarele unghiurilor unui paralelogram iormează un dreptunghi ale cărui 
diagonale sint paralele cu laturile paralelogramului. ai 


11. Două unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare sînt congruente sau suple- 
mentare. 


12. Se consideră dreapta d, O g£ d şi O piciorul perpendicularei din O pe d. Fie 


pă 
A ed, asttel înctt m(OA4P) — 45*. Pentru fiecare punct M, M e d, astfel incit A e (PM) 
se construieşte segmentul (MN) astiel iicit. MN L OM şi (MN) = (0M), N fiind în 
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semiplanul $ limitat de d şi conţinind O. Să se arate că locul geometric al punctului IV cînă 
M descrie semidreapta opusă lui (AP, este o semidreaptă perpendiculară în A pe OA, 
situată în S. i 

18*. Să se demonstreze că dacă într-un patrulater convex două unghiuri opuse sint 
obtuze atunci lungimea diagonalei determinată de virfurile lor este mai mică decit lungimea 
celeilalte diagonale. 


$ 3. Linia mijlocie 


Deljniţie, Segmentul determinat de mijloacele a două laturi ale unui 
triunghi se numeşte linie mijlocie a triunghiului. 

În figura 11.4 (MA) = (MB), (NA) = (NC) şi (PB)=(PO). (UN), (NP), 
(MP) sint linii mijlocii ale triunghiului ABC. Are loc următoarea teoremă 
foarte utilă într-o serie de aplicaţii. Ş 


Teorema 1. Linia mijlocie a unul trinnu determinată de două 


laturi, este purulelă en cea de u treia latură şi ure ca lungime -L din lungi 


nea 
cetei de a treia laturi, 

Demonstraţie. Se consideră triunghiul ABC, M E (AB), N E (AC, 
(MA) ma (MB), (NA) m (NC). Fie P astfel incit N E (MP), (MN) ma 
= (NP), (fig. 11.5). Din teorema 4, iii, $ 1, rezultă că A MCP este paralelo- 
gram. Deci PC | AB şi (PC) = (MB). B şi P sint de o parte şi de alta a 
lui MC, deci MBCP este un patrulater, care are laturile (PC) și (MB) paralele 
şi congruente.. Atunci, din ex. 13, $1, rezultă că patrulaterul MBCP este 
paralelogram, deci AP || BC, (MP) == (BC) și deoarece MP — 2 MN 


rezultă MN = BC. 


Teor 
(AB) a 
laturii (Ac) 


. (Reciprocă teoremei 1) Dacă AL esto mijlocut Laturi 
ABE SI MN BC, N E (AC) atunci N este mijlocul 


Se demonstrează uşor prin reducere la absurd. 

Detiniţie, Un patrulater “cu două laturi opuse paralele şi celelalte două 
neparalele se numeşte yrapez. Loturile paralele ale trapezului se numesc baze. 
Dacă laturile neparalele sint congruente, trapezul se numeşte isoscel. 


_B p G 
Fig. 1.4 
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Definiţie. Segmentul determinat de mijloacele laturilor neparalele ale unui 
trapez se numeşte linie mijlocie a trapezului. 

In figura 11.6, ABIICD, AD nu este paralel cu BC, ABCD este trapez, 
(AB) baza mare (DC) baza mică. (AM) = (MD), (BN) = (NO), (MN) 
linie mijlocie a trapezului. (AC) şi (BD) se numesc diagonale iar 
(0) = (BD)N(AC), O este intersecţia diagonalelor. Dacă unul dintre unghiuri 
este drept, trapezul se va numi dreptunghic. 


Teoremaă. Linia mijlocie a umui trapez este paralelă cu bazele trape- 
zului şi aro lungimea egală cu semisuma lungimilor celor două baze. 


Demonstraţie. Fie trapezul ABCD, (AB || CD) şi (MN) linia mijlocie, 
ME (AD), NE (BC) (fig. 11.7). Se notează cu E intersecţia diagonalei 
(40) cu (MN). Se presupune prin absurd că E nu este mijlocul segmentului 
(40). Fie deci, E” 7 E mijlocul segmentului (AC). În triunghiul ABC, (E'N) 
este linie mijlocie, deci EN || AB iar în triunghiul ADC, (EM) este linie 
mijlocie, deci EM || DC; dar AB || DC deci E'M || AB și E'N || AB. Din 
axioma de paralelism rezultă că M, E”, N sint coliniare deci E = E! şi 
MN LAB, MN II DC. 


ME =A DC, NE = A AB și MN = ME+ NE = (AB + DO). 


Exerciţii 


1. Pe laturile patrulaterului convex ABCD se consideră punctele M, IV, P, Q; mijloa- 
cele seumentelor (AB), (BC), (CD), (DA). Să se arate că patrulaterul MNPQ este para- 
1elogram. 


2. Pe laturile (AB), (CD) ale paralelogramului ABCD se iau arbitrar punctele M 
şi XV. Dreapta d, determinată de mijloacele laturilor (BC) şi (AD), intersectează sucotsiv 
segmentele (AN), (MD), (BN), (MC) în E, F, G, H. Să se demonstreze că (EF) = (GH). 


8. Fie triunghiul echilateral ABC şi punctele D şi E astfel ca C e (BD), A e (CE) 
şi (DO) = (AE) = (AB). Se notează (F) = DEN AB. Să se arate că AP = E AB. 


2, (că 


Fig. 11.7 


Indicatie. Se construieşte CG || AB. G e DE; (GC) este linie mijlocie în triunghiut 
BDF, iar (AP) este lime mijlocie în triunghiul ACG. 


4. Sa se demonstreze că diazonalele trapezului isoscel sint congruente şi unghiurile 
adiacente unei baze sint de asemenea cungruente. 


5. Să se determine axa de simetrie a unui trapez isoscel. 


6. Se consideră trapezul APCD în care AB | CD şi AD 
streze că dacă E estu anjlocul sesmentului (BC) atunci m(ă 


BP a. 4B+ CP 


AB + CD. Să se demon- 
ED) = 90. 


Indicaţie. Fie (EF) linia mijlocie a trapezului, = AB deci 


triunghiurile DEF şi AFF sint isoscele şi aplicind leorema relativă la suna măsurilor 


Pi 
unghiurilor triunghiului AED rezultă că m(ÂLD) = 90. 


7. Se consideră un triunghi isoscel ABC, (44) = (AC) şi punctele variabile P e 
e (48), 0 e (40) astrel ca (AP) = (40). O mijlocul segmentului (PQ). 

î) Să se demonstreze că d(O, BC) este constanta. 

ii) Sa se afle locul geometric al punctului O. 


$ 4. Concurența unor drepte în triunghi 


In capitolul [, $ 13 s-a demonstrat concurenţa bisectoarelor unghiurilor 
unui triunghi și s-a enunțat o condiţie suficientă pentru ca mediatoarele 
laturilor triunghiului să fie concurente. 

Dificultatea a constat în faptul că nu s-a putut afirma cu certitudine 
concurența a două dintre mediatoarele laturilor triunghiului, în geometria 
absolută nefiind admisă axioma paralelelor. Se poate acum enunța: 


Teorema 1. În orice triunghi, mediatoarele laturilor sînt concurente. 

Demonstraţie. Este suficient să se demonstreze concurenţa a două media- 
toare. Fie triunghiul ABC, d, şi da mediatoarele segmentelor (AB) respectiv 
(BC) (ig. 11.8). Presupunind că d, şi d; nu sint concurente, rezultă d, || da. 
Pentru că d,_L BC rezultă şi d,_L BC. Dar 
d, BA. 'Deci prin B trec două perpendi- 
culare distincte pe dreapta d, şi anume 
BA du, BC _L dy, ceea ce nu este posibil. 

Prin urmare d, şi d, sint concurente. În 
continuare se aplică teorema 5 din cap. L,$ 13. 

Relativ la tiunghi se definesc şi alte 
drepte (linii) impărtante. 

Definiţii. Dreapta determinată de virful 
unm triunghi şi mijlocul laturii opuse se 
numeşte mediană. 


A 


N 
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Perpendiculara prin virtul unui triunghi pe dreapta determinată de latura 
opusă se numeşte înălțime. 
Teorema 2. Înălțimile unui triunghi sînt concurente. 


Demonstraţie. Fie triunghiul ABC, A”, B', C' picioarele perpendicularelor 
din A, B, C, respectiv pe BC, AC, AB şi DEF triunghiul format. de para- 
lelele duse la laturile triunghiului ABC prin virfurile acestuia (fig. 11.9). 

Din construcţie, ABCF şi BCAD sint paralelograme deci (BC) = (AF) = 
= (AD). Pentru că BC || DP şi AA” _L BC rezultă că AA” L DF. Deci AA” 
este mediatoarea segmentului (DF). În mod analog se arată că BB” şi CC” 
sint mediatoarele segmentelor (DE) respectiv, (FF). Prin urmare înălțimile 
triunghiului ABC sint mediatoarele laturilor triunghiului DEF și deci din 
teorema 1 rezultă că sint concurente. 

Teorema 3. Medianele unui triunghi sînt concurente. Punetul de 
cu mijlocul fiecărei laturi un segment a cărui lungime 


Demonstraţie. Fie triunghiul ABC, D şi E mijloacele laturilor (BC) res- 


pectiv (AC). Deoarece în triunghiul BAD, (BECInt ABE, A E (BA, 
D € (BC, rezultă că (BE şi (AD au un punct comun G (fig. 11.10). 


Deoarece (4D) Int ȘAE rezultă că (G) = (AD) N (BE). Fie M, N 
mijloacele segmentelor (AG) respectiv (BG). În triunghiul ABG, (MN) este 


linie mijlocie, deci MN || AB şi MN = 2 AB. În triunghiul ABC, (DE) 
este linie mijlocie, deci DE || AB și DE = A AB. Rezultă că (DE) = (MN) 
şi DEIIMN. MNDE este patrulater şi deci este paralelogram (ex. 13,$ 1,11). 
Rezultă GD = MG = AM = A AD. Fie acum F mijlocul laturii (AB) 
şi (6 =(FO) N (AD). În mod analog rezultă DG= 4 AD. Deoarece 
G, G' e (DA), din teorema de construcţie a unui segment rezultă G =G". 


Fig. 11.9 Fig. 11.10 
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Observaţii. Punctul H de concurenţă al înălțimilor se numeşte ortocentrul triunghiului. 
Punctul G de concurenţă af medianelor se numeşte ceritrul de greutate al triunghiului. Centrul 
de greutate al triunghiului şi punctul de-concurență al bisectoarelor unghiurilor unui tri- 
unghi aparțin interiorului triunghiului. Ortocentrul triunghiului şi punctiil de concurenţă al 
mediatoarelor triunghitilui pot să nu aparţină interiorului triunghiului. În unele probleme. 
de geometrie prin cuvintele „me; ecloare“ se va înţelege segmentul determinat, 
de virtul triunghiului cu inijlocul opuse; respectiv segmentul determinat de virtul 
triunghiului şi intersecţia bisectoarei cu latura opusă unghiului. 'Permenul înălţime" va 
desemna segmentul determinat de virtul triunghiului şi piciorul perpendicularei din virt pe 
dreapta determinată de latura opusă. Se pot folosi de asemenea termenii de „mediană“ 
„bisevtoare”, „înălțime şi pentru lungimile acestor segmente fără a exista pericol de con- 
fuzie deoarece rezultă din text sensul care li se atribuie. Astfel, teorema 3 poate fi reformu_ 
Jată într-un enunţ uşor de memo: nele unui triunghi sint concurente într-un punct 
situat la 2/3 de virt şi 1/3 de bază pe fiecare dintre ele“, 


Exerciţii 


1. Să se determine poziţia ortocentrului unui t 
renţă a medintoarelor laturilor sale. 


iunghi dreptunghic şi poziţia punctului 


de ca 


2. Fie triunghiul ABC şi cele două unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca 
latură (BC respectiv (CI. Să se demonstreze că bisectoarele acestor unghiuri exterioare şi 


Pe 
bisectoarea unghiului BAC sint concurente (completarea ex. 1, $ 13 cap. 1). 


8. Unghiurile opuse A şi O ale patrulateruiui convex ABCD sint drepte. AD N BC = 
= (E), ABN DC = (PF). Sa se demonstreze că BD L EF. 

4*. Se consideră triunghiul ascuţitunghic ABC, 77 ortocentrul şi A' e (HA, Be 
s(HB, C* e (HC asttel ca (HA') = (BC), (IB') = (CA), UIC") = (AB). Să sc arate că: 

î) dacă M, W, P sint mijloacele laturilor (BC), (AC), (AB) atunci BC: = 2 AM, 
A'0' = 2 BN, 4'B' = 2CP. 

îi) HI este centrul de greutate al triunghiului ABC”, 


6. În paralelogramul ABCD se duce CE | BC, AF | AB. Să se atate că DE 1 Ac. 


6*. În triunghiul ABC (m(Ă) = 90%) se duce înălțimea AD, D e BC şi se consideră 
P e (AD). Perpendiculara în / pe FC intersectează pe AB în G. Paralela prin A la FG 
intersectează BC în H. Să ge urate că patrulaterul AGFH este paralelogram. 


$ 5. Paralele echidistante 


Fie d, şi d, două drepte distincte, d, || da şi M, € du, Ma E du Mi, Mi 
picioarele perpendicularelor din M, respectiv Ma pe de (fig. IL. 14). Atunci 
M.MM4M, este un dreptunghi deci (M,M;) = 


My M; 

Z == (MM) sau d(M,, 43) = d(M,, de) şi oricare ar fi 
punctul M € d,, d(M, d) este constantă. Oricare 
ar fi N € d, A(N, d,) este de asemenea constantă, 
am = d(W, di). Valoarea acestei constante 

5 , , 

Mm 15 se numeşte distanța dintre dreptele paralele d, şi de 
Fig. Ii şi se va nota d(d,, d). 
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Fig. MA42 Fig. UL.18 


Tooremă. (Teorema puralelelor cchidistante,) Fie pe dreapta d punctele 
distinete As Azi Aa ses Anca Aur EN, n > 2), astfel cu (AA) ma (AA) a 
a Ca) si dreptele dus da d dm A Ed Ad 
E ds Dacă dul da | da lee ll da atumei dreptele das da das 
îi pe orice sccantă segmente congruente, 


A) ma 


Demonstraţie. Fie s secanta dreptelor di, das day --- da şi (Bi) = dihs, 
(8) = das, (Bo) = da s-o (Ba), = das (fig. 11.42). Se consideră punc- 
tele Ca Ed, Cs ed, C„ed. astfel ca A,Calls, AsCall Snc: AnaCalls: 
AAn-aAnlCa (din L.U.L.), deci (A.C) = 
= (4403) ma ce 3 (Ani Cn). Din paralelogramele ACaBaBu AsCsBsBa 
Anca Cn Baa rezultă că (AC) se (BB), (AaC3) = (BaBy (Amin) = 
a (BriaB), deci (BB) = (BB) m e 3 (BraB). 

Observaţie. Dacă secanta s este perpendiculară pe dreplele paralele di, da; da:s:+ dn 
atunci segmentele de! nate pe secantă au lungimile egale şi cu distanța dintre două 


drepte paralele consecutive. Din acest motiv trei sau mai multe drepte parulele care înde- 
plinesc condiţiile teoremei se numesc paralele echidistante. 


Exerciţii 
1. Fiind dat segmentul (AB) să se determine un segment (MN) asttel ca 5MN = 
= AB (generalizare: nMN = AB). 


Indicaţie: Se consideră pe semidreapta (AX(AX 4 AB) (fig. 11.13), un segment 
oarecare (AP,) şi punctele distincte Pa, Pa, Pa, Py astfel încit (AP) = (PP) = 
= (PP) 3 (PaP) = (242). Prin Pa Pa, Pa; Pa, Ps se duc drepte paralele cu PsB 
care intersectează (AB) în Mi, Ma, Ma, Ma (AM) = (MM) = (MM) = (MM) 3 


= (8) şi AM = LAB. 


2. Să se formuleze o reciprocă a teoremei 3, $ 3, folosind teorema paralelelor echi- 
distante. 
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$ 6. Teorema lui Thales 


Wotiniţie. Fiind date mulțimile ordonate de număre reale A = (ax, aa---), 
B > (bis basis ba), n > 2, n EN ele se numesc proporționale dacă există tn 
număr real, nenul &, astfel încît ai — Abu, ag = haya, an = kb 
k se numește în acest caz coeficient de proporționalitate. 


Exemplu 
A=0,5,9), 2 = (6, 15, 27), 


A și B sint proporţionale, coeficientul de proporţionalitate fiind = 1, pentru că 
2 2-6, i 15, 9= 220. Se poate spune că şi (6, 15, 27) sînt proporţionale cu 
(2, 5, 9), în acest caz coeticientul de proporționalitate fiind W = 3. în cazul particular 


= 1 cele doua mulţimi de numere coincid. Dacă numerele ba, b n nu sint nule 
atunci definiţia dată este echivalentă cu egalităţile: 


AP e Rs 
Bi aaa uta FE 
Poliniţie. Fiind date mulțimile ordonate de segmente 
(CAB), (AaBr)-a (4B8,)) 
(448), (AB) (418), n >2, n EN 

ele se numesc proporționale dacă mulțimile ordonate de numere (4.8 
AsBa co AnBa) (AB AB - AB; sint proporţionale. 
Teorema lui Thales.) Fie triunghiul ABC şi DE | ac, 
. Atunci 


Veoroma 1. 
DE(AB), Eeţu 


AD ABE 
PY Ti 
Demonstraţie 
Cazul 1. Se presupune că 4P- = unde m, nEN*; rezultă AD. _ AP 
AL n m n 
deci (AD, AB) şi (m, n) sint proporţionale. Fie k=0 coefieiantul Je 


proporționalitate. Deci AD=k:m şi AB=k-n. Se imparte segmen- 


A tul (AB) în n segmente congruente, 
m prin punctele Mi, May =: Mua, 
Mi astfel încit 
AM = AM = Deea 


AM = (n — 1%, AB =n-h 


na) Vm-1 (fig. 11.14). Pentru că AD =m-k 
rezultă că D= Mm. Prin punctele 

s E Ma Mas m Mpa se due paralele 
Fig. 11.144 la BC care intersectează (AC) 
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respectiv în N,, IVay-::s Nma- Deoarece. DE este una dintre aceste paralele, 
E E N. Din ttorema paralalelor echidistante rezultă că 


(AN) m (NN) = ee (NC). 


Atunci 
AE = mAN, şi AC =n ANy 


deci 


m-AN _m agică AP —4E 
n-AW n AB AC 


Cazul II. Fie 22 = a unde a £Q. 


Se presupune că a£ = Ba (fig. 11.15). 
Cum f < 1, există punctul unic E, E e (AC), E” 4 E, astiel incit: 


AB = a 40 deci 4E_ = a. 
26 
a) Dacăf >a atunci E'e (4E) şi AE' < AE. Există neN*, asttel încit 
AC ph. Se construiesc pe (AC) punctele Na, Nay---> IVma care împart (AC) în 
n 
n segmente congruente de lungime k unde k = 40. 
n 


AN, = ke ANa = 2hiesa ANna = (n — Ik, A0 = no k. 
Deoarece EE! > k, rezultă ca cel puţin unul dintre punctele de diviziune, do exemplu 
Ne (£E). Atunci 
iti je AR 


AN, = ik>AE > 3 
a ik> si Dirt ouă 


Prin N, se duce NM, || BC, M, e (45). iată rezultatul demonstrat în cazul 1, 
rezultă: 


() AN Ea >a 


AB AC n 
Pe de altă parte, deoarece M;N,|| DE punctul M; e (AD) deci AM; < AD și 


(2) AM a 40. 
AB AB 
Inegalitățile (1) și (2) fiind contradictorii rezultă că nu este posibil Ș > a. 
b) Dacă A <a atunci E” e (EC) şi există n e N* asttel încit = < 


(fig. 11.16). Analog cazului 11. a) punctele Na, Nas »--» n-a impart segmentul (4C) 
A 


Fig. 11.15 Fig. 11.16 
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în n segmente congruente de lungime k, k — AC. şi deoarece că k < BE”, există 


un punct de diviziune N; e (EE'). Atunci 
AN; = în < af şi AN i a 4E 
AC "a AG 
Se construieşte NM, [| BC şi M, e (AB). Aplicind rezultatul demonstrat la 
cazul 1, rezultă 


(E) rela dep 


AB ac n 
şi deoarece MN, || DE, M; e (BD) deci AM, > AD adică 


ta) 


> AD ră 
ae AB i 
Inegalităţile (3) și (4) fiind contradictorii rezultă că nu este posibil 6 < &. 
Din LI a) şi b) rezulta « = 8 ceea ce demonstrează teorema 


Obserenţie. Enunţul teoremei lui Thales este mai uşor de memorat în formiilarea: O 


Paralla Ia una din laturile unui triunghi determină pe celelalte laturi segmente propor- 
Vianale. 


Folosind proprietăţile proporţiilor se pot obţine şi alte proporții echivalente cu 


AD e AZ. i omngii 42: A 
De” E 


A 
AB AC DB "so? 


Teorema 2. (Consecinţă a teoremei ini Thales.) Fie triunghiul ABC 
dIBC și (pi =aN 48, (Ej=a2N AC, Ad. Atunei 
AD AE 


Ag 
Demonstraţie 


Cazul 1. Dacă D € (AB) se aplică teorema 1 (demonstrată anterior), 
triunghiului ABC și dreptei DE (fig. 11. 17). 


Cazul II. Dacă BE (AD) se aplică teorema 4 triunghiului ADE şi 
dreptei BC (fig. IL. 18). 


Cazul III. Dacă A E (BD) se construiesc segmentele (AJ) sa (AD), 
(AN) = (AB), (AM) C(AB, (AN) C(AC (fig. 11.19). Atunci EMND câte 
paralelogram și MW || ED || BC, Dacă M E (AB) se aplică teorema 1 


A 
A E 
P) 
o, E 7, 
8 e 
8 Cc [2] E: 8 [oi 


Fig. 11.17 Fig. U.18 Fig. 11.19 
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triunghiului ABC şi dreptei MN, dacă B € (AM), se aplică teorema 1 tri- 
unghiului AMN şi dreptei BC. 
Teorema 3. (Meciproca teoremei 1.) Fie triunghiul ABC și DE (AB 
E E (AC, asttel încît 
AD 
AS 
i DEI BC. 
Demonstrația se face folosind metoda reducerii la absurd. 
'Teoremele 1, 2, 3 pot fi enunțate şi astfel: 
moorema lui Thales. Fie triunghiul AC și punetele D, E dis 
tinete diterite de A. DE AB, E E AC asttel încit D şi LE se atlă umindouă 
fio pe inturito unghiului AT tie pe prelungirile acestoru. Atunci 12 = 45 
dacă si mumai dacă DE || BC. 
Această teoremă are numeroase aplicaţi în probleme care cer stabilirea unor 
relaţii intre lungimi de segmente sau în demonstrarea paralelismului a două 
drepte. 


An AC 
DE  EO 


AD 
ba 


atu 


roma 4. (Teorema paralelelor necehidistante.) Se consideră drep- 
tele di di | du. secantele a şi ke și punctele A) = 
=una Na (Bd Oh tB=dn 


N he ma (Ba) da DR A 
AnAe Asia = — Amon 
Dale Tata ul 


Demonstraţie. Dacă ,s || k, atunci 
AAaBaBu AsA3BsBa An An Ba Ba sint paralelograme şi 


Ads An-sn — A(fig. 11.20). 
BB BB Baa Bn 


Dacă s nu este paralel cu k, fie (0) = sNk. Se aplică teorema lui Thales 
triunghiului OAuvaBusa Şi dreptei AB 


de unde se obţine 


Se) OB 7 Buba 
Aplicind teorema lui Thales triunghiului OA-+Bi-i 
şi dreptei A.B, se obţine: 
OA Anat 
a) 05 — Bop 
Din (4) şi (2) rezultă că 
scai Aia, 


Babi Bibi 
Scriind aceste proporţii pentru i = 1, 2, e: n — Î-, 
se obţine şirul de rapoarte egale din teoremă. Fig. 11.20 
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1; Fie triunghiul isoscel ABC, (AB) ss (AC) şi d o dreaptă paralela cu BC, Aga. 
Daci (4) — dn AB, (N) = d N AC să se arate că triunghiul AMY cata isoscel, iar dacă 
ABC este echilateral atunci şi AMN este echilatera). 

2. Se considera trei semidrepte cu aceeași origine M, cuprinse în drepte distincte şi 
Pimetelo: A. B pe prima semidreaptă, C, D pe a acu și pe a treia, astfel ca 
AA, 4):— 18, d(M, 8) = 5, AM, C) = 35, AM. D) = 75. O dreaptă ce trece prin A 
și este paralelă cu BX intersectează MY în £. În ce condiţii paralela la ND prin £ conţine 
punctul 0? 


8. Se consideră patrulaterul convex ABCD. Paralela prin B la latura AD intersee- 
tează dreapta AC în E, iar paralela prin A la latura BC intersectează dreapta BD în 
P. Să se arate că £EF | CD. 

4. Fie triunghiul ABC și MY | BC, m e AB, e AC. Se duc MM" || AC, No" ji 
AB (M e EC, W' e BC). Prin M' şi N: so duc ME IAB şi NQ Ac, Pe ac, 
Qe AB. Să se demonstreze că PO IMN. 

5. Fie triunghiul ABC şi D, E, F, G, 14 mijloacele segmentelor (BC), (4D), (80), 
(EP), (ED). Fie GH n Ac = U) şi Behac (7). Atunci 

har =7c, 

îi) 17 = scA, 

iii) BE = 3 py. 


$ 7. Teorema bisectoarei 


"o oremă. Pio triunghiul ABC și D E (BC). Atunel (AD este bisee- 
shiului SA? dacă și numai daca 22 = 42, 


toarea 


Demonstraţie. 1. Se arată că dacă (AD este biseotoarea unghiului AI 
atunci BP a AB 
Da = AC” 
Se construieşte prin C paralela Ia A D care intersectează AP în £ (fig. 11.240). 
AB 


Dini teorema lui Thales rezultă că 22 = p + Triunghiul ACE este isoscel 
— 
pentru că A22 = AD (unghiuri corespondente), ACE = Did (unghiuri 
N 
alterne interne) şi SAD = DA? (din ipoteză 
(AD. bisectoare). Deci (AB) em (AC) de unde 
rezultă egalitatea din teoremă. 
2. Se arată, prin reducere la absură, că dacă 
> BD AB : F, Â 
De = 30 atunci [AD este bisectoarea unghiu- 
1ui SAY (fig. 11.22). într-adevăr, dacă [AD nu este 
biseotoare, fie D' € (BC) astfel incit (AD! esta 


= A Să i ii i ; BD AB 
sbtOaroa . At Desi ii 
Fig. na bisectoarea unghiului ȘA2. Atunci Do = 22 


a 
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şi deci 7 imparte segmentul (BC) îm acelaşi A . 


„raport. ca şi punctul D ceea ce nu este posibil 


decit dacă D= D'. 
Şi această teoremă se poate formula 
într-un ehunţ uşor de memorat: „bisectoarea 
unui unghi al unui triunghi determină pe latura 
opusă unghiului segmente proporţionale cu. 8 dp [i 
laturile unghiului şi reciproc“, Fig. 11.22 


Exerciţii 


triunghiul ABC, DS BOC şi DE (0). Atunci (AD este bisccloarea unuia 


din unghinrile cu vital în 4 şi exterioare. triunghiului, dacă şi numai dacă 22 . 


(teorema bisertoarei unghiulmi exterior). 


2. Lungimile laturilor unui Iriunghi ABC fiind AB = ce, AC 
culeze segmentele determinate de bi tourea unui unghi a tri 
3. Într-un triunghi ABC, biseetoarele unghi 
e (B6)) vu latura (BC) intersectează 


„BC a, să se cul- 
nghiului pe ratura opusă. 
lor iormiate de mediana AP (M e 
celelațte două laturi în P şi Q. Să ate că 
MQ sinL binectoarelo! unghiurilor AMR 


respectiv TATE (P e (AB). Q e (4c)) și PO || BC, ainuci AL este mijlocul laturii (BC). 


PQI BC. Reciproc, dacă Me (20), MP 


4. Se da Iriunghiul ABC e 
De. (4C), dreapta DE || AL | 
mine AC dacă AD PC =. 


AR 20, BC = 30, (BD. biseetoatea unghiului ÎN, 
(nc)) şi dreapta EP || AD (Pe AC). Sa se detor: 


$ 8. Asemănarea triunghiurilor 


Detiniţie. pie triunghiurile ABC şi A'B' 


u „AR AC ui 


= He 


A OAC 


[23) îm, Am, îm 


se spune că există o asemănare intre triunghiurile ABC şi A'B'C'.şi se scrie 
ABC — AA'BC' 
Ca şi în cazul congruenței, între două triunghiuri pot exista mai multe ase- 


mănări. 


Detiniţie. Două triunghiuri ABC şi A'B'C” se numesc asemenea dacă între 
ele există cel puţin o asemănare. 
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& — Matematică—Geometrie şi trigonometrie ci. a IX-a 


Exercişii 


1*. Să so demonstreze că dacă AABC = AA'B'C' şi AA'B'C* n» AA"B"C", atunci 
AABC = AA“B"C". 

+. Să se demonstreze că dacă AABC = AA'B'C" şi AA'B'C' = AA”B"C", atunci 
AABC = AA*B"C". 


Prin notația AABC = AA'B'C' se înţelege că ordinea virturilor este dată 
şi are loc asemănarea definită de egalităţile (1) şi (2). În acest caz, perechile 
de virturi (4, 4%); (B, B"); (C, C*) şi perechile de laturi (BC), (B'C%)), (AC), 
(4'0), (AB), (4'B')) se numesc corespondente sau omoloage. Raportul lun- 
gimilor a două laturi omoloage se numeşte raportul de asemănare al celor 
două triunghiuri. Evident, două triunghiuri congruente sint asemenea, ra- 
portul de asemănare fiind egal cu 4 şi oricare două triunghiuri echilaterale 
sint asemenea. O altă situaţie în care sint puse în evidență triunghiuri ase- 
menea este dată de următoarea: 


Teorema 1. (Keorema fundamentală a. asemănării). Vio triunghiul 
ABC şi DE | BC, Aș D, DE AB, E € AC. Atunci AADE = AABC. 


Demonstraţie. Există trei situaţii posibile: 1) DE (AB), 2) BE (AD), 
3) A € (BD). Se va da demonstraţia numai pentru cazul 1), întrucit, cele- 
lalte cazuri se tratează în mod analog cazurilor considerate la consecinţa 
teoremei lui 'Thales. 


Deoarece DE | BC rezultă ADkm ABE (unghiuri corespondente), 
Pi Ci 
AED a ÎCB (unghiuri corespondente), DAE = BAT (fig. 11.23). Din teo- 
vema lui “Thales rezultă că AP = 4£, Se construieşte FF || AB, F € BC 


AB AC 
şi atunci Era = ZE. Deoarece BDEF este paralelogram rezultă (DE) = (BF) 
: DE : : AD AE DE .. Â._. Fi şi 
== sas. PF e] Il 
şi Ac = pc deci se obține 27 = 7 = DE. Fiind indeplinite egalităţile 


din definiţie, rezultă că AADE = AABC. Noţiunea de asemănare se poate 
extinde şi pentru poligoane. 
Definiţie, Două poligoane convexe AsAsAa +» 


A «- An Şi B,BaBa... Bu se numesc asemenea dacă 
Asia sh Ass: — os Aaaa, 
BuBa Baba Onna 
D şi În B As Ba ce În A 


Pe baza teoremei 4 se pot demonstra teore- 

mele asemănării, numite şi cazuri de asemănare, 

PI F C care stabilesc condiţii necesare şi suficiente pentru 
Fig. 11.23 ca două triunghiuri să fie asemenea, 
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a Că R 
Fig. 11.24 


Fie triunghiurile ABC şi A'B'C": - 


Teorema 2. Dacă Ami: şi AB atunei AABC = AA'BC. 
AB. 46. 
Piu Ac 
AP AC RC 
4A'P a AC 7 po 

Demonstraţii. Fie DE (AB astiel încit (4A'B)a(A4D) şi DE BC, 
E E (AC. AADE = AABC conform teoremei fundamentale a asemănă- 
rii (fig. 11.24). Se va demonstra că în ipotezele fiecăreia dintre cele trei teo- 
romeo AADE ma AA'B'C şi deci AABC = AA4'B'C. 

1) Î ma Â' (din ipoteza teoremei 2) 


Pi Pui A d 4 ca 

ADE = ÎBE = PB (din construcţie şi ipoteza teoremei 2) 
(AD) (42) (din construcție). 
Deci AADE sa AA'B'C (din U.L.U.). 


mooroma 3. Ducă Îs Î și atunci AABC = AA'B'C. 


Toorema 4. Dacă atunci AABC = AA'B'O. 


2 = AZ (din ipoteza teoremei 3) 


A i pa (pentru că AADE = AABC) 


(AD) = (48) (din construcţie) 


deci (A'C7) sa (AB), deoarece Î sa Â” şi (AD) m (4'B) rezultă că 
MADE MA'BC (din L.U.L). 
AB AC_ 


= PC (din ipoteza teoremei 4) 
po 


rezultă că 
AB AB _ _AC AC BC BC 


AB AD AQ 42 PO DE 
Egalitatea rapoartelor cu aceeași numărători implică egalitatea numitorilor 
deci A'C' = AR şi B'C' = DE sau (A'C") sm (AE) şi (BC) (DE). Rezultă 
şi în acest caz că AADE = AMA” ” (din L.L.L.) 
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că Aplicaţii 
/| 1. Să se măsoare adincimea unei fintini 
pină la nivelul apei prin mijloace simple. 
Rezolvare. Observatorul aflat în punctul D 
priveşte din punctul C (ochiul) bordura, punctul 
B, zărind suprafaţa apei în punctul „A, astfel 
incit A, bordura B şi ochiul C să fie în linie 
dreaptă (fig. 11.25). În acest caz ABCD = 


= AABE şi E = 2. lungimile CD, RD, 


Fig. 11.25 


AE sint respectiv înălțimea observatorului, 
distanţa de la acesta la bordură şi lărgimea fintinii deci pot fi măsurate 


: CD-AE 
i rezultă BE = ———— 
și rezultă B. ZE 


2. Determinarea înălțimii unui copac folosind legile reflexiei intr-o oglindă 
plană. 

Rezolvare. Într-un punct O este situată o oglindă plană, înălțimea copacului 
fiind AB, observatorul situat în punctul D, O € (AD) se deplasează astiel 
incit din punctul C (ochi) zăreşte în oglindă virful. copacului (fig. 11.26). 


Pt Popi 
Știind că SOĂI m MO? (unghiul de incidenţă este congruent cu unghiul de 
reflexie) rezultă AAOB = ADOC, deci A£ 40, OD, CD fiind 


respectiv distanţa de la copac la oglindă, distanţa de la oglindă la obser: 
vator şi înălţimea observatorului; în urma înlocuirii acestora în proporţi 
se obţine: AB = PE-A40., 
DO 

3. Determinarea înălțimii unui copac, despărţit. de observator printr-un 
obstacol, folosind legile reflexiei intr-o oglindă plană. 

Rezolvare. Se aşază oglinda în O şi observatorul se deplasează în punctul 
D, O E (AD), astiel incit din C (ochi) zăreşte în oglindă virful copacului 


Fig. 11.26 
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Fig. 11.27 


(fi. 11.27). Atunci AAOR = ADOC. Se deplasează oglinda in O", în 
observatorul se deplasează în D'; repetind observaţia, se obține AA0'B = 
= AD'O'0' Seriind proporţionalitatea laturilor triunghiurilor asemenea 
obținute, avem: i 


Alia şi AB. 40 aeoarece DO = D'C rezultă AP = 49 AP. 
DC p'o De Do b' 
E ha d 
ez îi 
Prin urmare 
An. 00! 
pe O po Do 
00', DC, D'O', DO se determină eu mijloace simple deci AB = „0099 
Exercişii * 


3. Vio ABC un triunghi şi [ie A7, pr, C” trei puncte coliniare distinete astiel. ca 

A' e BC, Weca, Ce AD. Să se arale 
AB BC Ca 
AC! B'A'CB 


= 1 (teorema hui Menelaus). 


Se duce o paralelă prin C la AB care intersectează pe A" în P. Din pro- 
porţionalitatea laturilor rezultată din asemănările ACPA” = ABC'A', AAB'C" = ACB'P 
se obţine relaţia cerută. 

4+. Se consideră punstele A”, 8, C' situate pe dreptele BC, AC, A B determinate de 
naturile triunghiului AC. Dacă dona dintre ele sint situate pe laturile triunghiului şi unul 
pe prelungirea laturii, sau nici unul nu e situat pe laturile triunghiului și este verificată 
selaţia din problema precedentă, atunci cele trei puncte sint coliniare (reciproca teoremei 
imi Meelnus). E 


Indicaţie. Se arată că de exemplu B'C” nu poate fi paralelă cu BC şi se notează 


(4”) = BCN B'C. Din relaţia dată şi din exerciţiul 3 rezultă A' = A”. 

5. Se consideră un triunghi A BC şi trei drepte concurente AM, BM, CM care mai 
intersectează suporturile laturilor triunghiului în punctele A”, B', C”. Să se demonstre: 
relaţia 


t (teorema lui Ceva). 


Indicaţie. Se aplică teorema lui Menelaus în triunghiul B'BC pentru punctele coliniare 
A, M, A! şi în triunghiul ABB” pentru punctele coliniare C, M, C”. 

6*..Pie A, B', C“ trei puncte situate: pe laturile (BC), (AB), (AC) ale triunghiului 
ABC. Să se demonstreze că dacă este verificată relaţia din problema precedentă atunci 
dreptele AA”, BB", CC" stat concurente (reciproca teoremei lui Ceva). 

7. Să se demonstreze că. într-un triunghi produsul dintre lungimea unei înălţinii şi 
lungimea laturi corespunzătoare este acelaşi pentru fiecare înălţime. 

8. Sase prea ea ca distanţele de la un punet M al medianei (AD) la laturile 
(AB), (AC) ale unui triunghi sint în raport învers cu lungimile acestor laturi. Se va 
deduce că distanțele de la centrul de greutate la laturi sint invers proporţionale cu 
lungunile laturilor, d ea 

9. Dintr-o tablă triunghiulară se cere să se taie un pătrat cu o latură pe latura cea 
mai mare a triunghiului şi cu celelalte două virturi pe celelulțe laturi ale triunghiulu 

10. Pe latuta (AB) a triunghiului ABC se consideră un punct Cu. Prin A se duce 
paralela la CC, care intersectează BC în A, şi prin B paralela la CC, care intersectează 


AC m Bu. Să se demonstreze că 


Aa, 
Indicaţie 


CC, ș Ce, _ 46, + Cut 
AA BB AB 


11%. În triunghiul AC se consideră bisectoareu unghiului € care intersectează latura 
(AB) în D. Demonstraţi că CD < fAC- BC. FI 


re e Ps 
Indicaţie. Fie E e (AC) asttel ca EDE = EBD. Deoarece CDĂ > EBD şi 


EP CP, cpi=ce:0cp<CB- Ac. 


12. Prin punctul de intersecţie O al diagonalelor unui trapez se duce o paralelă la baze, 
care taie laturile neparaleie în E şi PP. Să se arate ca 0 este mijlocul segmentului (ZF). 

18. Să se urate că dreapta determinata de punctul de intersecţie al laturilor neparalele 
ale unui trapez şi punctul de intersecţie O al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor Lra- 
pezului, 


; $ 9. Relaţii metrice 


1 


Neoliniţie. Fie o dreaptă d şi un punct M, M e d. Se numeşte prozceţie 
orlogonată ă punctului M pe dreapta d piciorul perpendiculare din M pe d. 
Dacă MM'_L d, M' € d, se notează M' = praM. Pentru M € d se detinește 
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praM = M. Pentru prescurtarea exprimării, în continuars, se va folosi doar 
termenul proiecție care va desemna proiecția ortogonală (fig. 11.28). 


Deliniţie Fie A o mulţime de puncte şi 2 o dreaptă. Mulțimea _//r 
se numeşu proiecția ortogonală a mulțimii AL pe d dacă A! este mulţimea 
proiecţiilor pe d â punctelor mulţimii A. -Se notează AM = praf. 


Exerciţii 


1. Să se arate că proiecția unui segment (42) pe o dreaptă d este segmentul (CD) 
unde C = ptuă şi D = pra. 


9. Sa se arate că proiecția unui poligon pe o dreaplă este un segment inchis. 


meoromu Î. (Peopomn cntetei.) Lungimea entetei unui triunghi arept- 
unghie este medie proporţionulă îutre lungimea ipotenuzei şi n proiccţiei cutetei 
po ipotenuză, 


Meorema 2, (Teorema înătțimii.) Lutreum triunzhi. dreptunghie, lun- 
elmea înălțimii duse din virlul unzhiului drept este medie proporțională întro 
lungimile profeeţiilor eutetelor pe ipotenuză. 


Se reamintește că numărul pozitiv pa“ se numeşte medie proporțională, 
(sau geometrică) a numerelor pozitive pb“ şi pe“ ducă a? = be. 
Demonstraţie. Fie triunghiul ABC, m(Â) = 90% şi fio D=prpca (fig. 11.29). 


$ 12.1) şi (BD) 
d dreptunghice. şi 


Deoarece Î3 şi € sint ascuţite rezultă că D € (BC) (e 
= brat 4B), (CD) = pruc(40). ABDA = ABAC fi 


2. de unde AB2=CB+ BD cecen 
BA 


a Li 
avind unghiul 3 comun, deci “cp = 
ce demonstrează teorema 1. 

- Analog AADC = ABAC de unde rezultă ABDA = AADC şi DE = 


= E deci DA = D8- DC ceea ce demonstrează teorema Z. 


Teorema 3. (Poorema lui Pitagora.) Îutr-un triunghi 
dreptunghic pătratul lungimii ipotenuzei este exal cu suma, pătratelor tungimilor 
catetelor. 


A 
Y 
4 
4 
| 
4 
[i 
Do e A ee 
d m 8 [2] c 
Fig. ÎL.28 Fig. U.29 


"1 


a o € 8 o c 
Fig. 11.30 Fig. Mai 
Demonstraţie x: 
Fie triunghiul ABC, m(Â) = 90 şi D = praga (fig. 11.30). Atunci 
AB: = BO. BD, : 
AC: = BC- DC. 
Deci AB: + AC: = BC: (BD +DC) = BC: 


teorema d. (Reciprorele teoremelor 1, 2.) Se consideră triunghiul” 
ABC, D = prucA- Ducă DE (BC) şi este verificată una din condiţiile: 


i) AB: = BC- BD 

îi) AD: = BD- DC, atunci m(Â) L= 902 

Demonstrația se Iuce prin reducere la absurd şi se lasă ca exerciţiu. 

Li ma 5. (Teorema lui Pitagora veneralizată.) Dacă în triunghiul 
ABC, C este uu unghi ascuţit și D= rac, atunci 

ABE = AC: + BC: — 2BC- DC. 


Demonstraţie. Se consideră trei cazuri 


4) A ascuţit, atunci DE (BC) (is: 11.31). Trionghiurile ABD şi ADC 
fiind dreptunghice au loc egalitătii 


[t)) AB* = AD: + BD? 
(3) "ADI = AC: — DC i 
(4) BD = BC — DC. 


Se inlocuieşte în (2) AD şi BD date de exalităţile (3) şi (4), atunci 
AB: =-AC: — DC: + (BC — DCR. 
AB? = AC: + BC2 — 2BC - DC. 


A b) Â obtuz, awmnei BE (DC), (fi. 11.32) 
egalităţile (2) şi (3) rămin adevărate şi, are loc 
(5 BD = DC — BC. . 


Inlocuind în (2) AD şi BD date de (3) şi, (5) 
E > pa obţine 


Pip. 1.37 AB: = AC2 — DC2+ (DC — BCR 
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deci A 
AB2 = AC2+ BC2 — 2BC- DC. 
c) m(Â) = 90, atunci (1) rezultă 

din teorema lui Pitagora. 
Teorema 5”. (Teorema lui Pita- 


ora generalizată.) Dacă în triunzhini = 2) 
ABC, C este obtuz şi D — praeA, Fig. 11.33 

atunei E 

(6) AB = AC: + BC2 + 2BC - DC 


Demonstraţie. € fiind obtuz rezultă că C € (BD) (fig. 11.33). 
„ ghiurile dreptunghice ABD şi ACD se obţine: 


[i] AB: > AD2+ BD?, 
(8 AD: = AC: — CD, 
(9) BD = BC + CD. 


Inlocuind AD, BD din (8) şi (9) in egalitatea (7) se obţine: 
AB: = AC: + BC: + 2BC - DC. 

Teorema îi. (Heciproca teoremei lui. Pitazora.) Dacă într-un ti 
suma pătratelor lungimilor a două laturi este egală cu pătratni lungimii laturii 
a treia, atunci triunghiul este dreptunghic. 

Demonstrape. Se consideră triunghiul ABC în care 

AB? = AC? + BC? 


hi 


Fie D proiecția lui A pe BC. Dacă ACE nu este unghi drept atunci 7 C.. 


"Ținind seama de ipoteză şi de relaţiile (1) sau (6), (după, cum ACR este 
ascuţit sau obtuiz) rezultă BC - DC = 0, adică DC = 0, ceea ce este în con- 


tradioţie cu C 4 D. Rezultă că m(ÂCE) = 90. 
Aplicaţie, Să se arate că fiind date'trei numere reale pozitive a, b, e astfel încit a < b + 
+e, bate, ceza+b, există un triunghi ABC pentru care AB =c, AC = b, 
Bo =a. 
Rezolvare. Se poate presupune că a < // < c, şi pe o dreaptă d se consideră punctele 
A, B astfel ca AJ? = c. Se va arăta că se poate determina poziţia unui punct M, 
Me (AB) şi a unui punct C care aparţine perpendicularei în A pe AB astlel ca 
AC =b şi BC = a. Poziţia acestor puncte este determinată dacă se cunosc 
numerele z = AM şi y= MC (fig. 11.34). 
e În acest scop vom presupune că există triun- 
ghiul cerut ABC şi notind cu M proiecția lui C 
pe AL se calculează valorile lui z şi y, Deoarece 
i < am presupus că a < b s c rezultă că unghiurile 
A şi B sint ascuţite şi deci M e (AB) (ex. | 
$ 12, 1). Aplicind teorema lui Pitagora generuli- 
zată se obține a* = p + ct — 2ez, deri: 
a Mm 5 no emEez 
EI 


În ipoteza ca triunghiul ABC există, rezultă că există şi segmentele (44), (CA), 
deci 2 >0şiz<bd. 

3e trece actim la rezolvarea. propriu-zisă a problemei propuse. Se va arăta că în 
ipotezele făcute în enunţ şi a < b & c, numerele z şi y definite prin formulele (10) 
există şi sint pozitive ceea ce revine la 0.< z < d. Dinb > a şic > 0 rezultă z > Ve 
Pe de altă parte, prin ipoteză c < a + d, deci 0 <c —b < şi astfel (e — b? < a? 
De aici se deduce că 6? + c* — 2be < a? şi bi + c? — at < 2bc, de unde rezultă 


Se determină pe (AB (pe baza teoremei de construcţie a unui segment) punctui M 
asttel ca AM = z şi pe Perpenditulara în M pe AB punctul C astfel ca MC = y. 
Cum = <b se, rezultă Me(4AP)şi ACI = zi = — we BC 


= MB + CM = (e — + pr ct — dez + 204 pi = ct — 20 


papi. 
S-a demonstrat că triunghiul ABC astfel construit îndeplineşte cerinţele problemei. 


Exerciţii 


B. Se consideră triunghiul ABC (m(Â) = 90%) în cure ADLBC, De DC. Să se mate că 


AD O Ar | AG 


4. Să se demonstreze că raportul lungimilor proiecţiilor catetelor unui, triunghi drept- 
unghie pe ipotenuză este egal cu raportul pătratelor lungimilor catetelor. i 

5. Se consideră un triunghi ABC și fie D proiecția lui A pe PC. Perpendiculara în 
pe AB interseclează pe EC în E. Dacă AB = 13, BC = 21 şi AD = 1? să se afle peri- 
metrul triunghiului ACE. 

6. Prin virtul A al triunghiului isoscel A BC se duce o paralelă la BC pe care se consi- 
deră un punct M. Să se demonstreze că: . 

MB: + MC: = 2MA: + AB). 


Indicaţie. Se notează cu B', C' proiecţiile lui B, C pe AM. Unul din triunghiurile MAD! 
şi MAC are unghiul din A obtuz şi celălaltare unghiul din A ascuţit. Se calculează cu te 
vema lui Pitagora generalizată MB: şi MC? şi se adună. 

7. În dreptunghiul AACD, perpendițulara din A pe diagonala (PD) intersectează 
dreapta BC în F. SA se demonstreze că 


AB: = BF- BC. 


8. Se consideră triunghiul ABC, in(Â) = 90* în care AB = AC + 6 şi DIC == 30. 


Să se determine CD, (CD fiind bisectoarea unghiului , D e (AB). 
9. Se consideră triunghiul ABC şi Inâlţimea BD, De (AC). Pe laturile (AP) şi 
(20) se construiesc triunghiurile dreptunghice ABE, BCE, 


m(5AE) = m(507) = 90 şi (AE) = (PO), (FO) = (40). 


P 
Sa se arate că (BP! = (BE). 

10. Se consideră pătratul ABCD, cu AB = & şi punctul E e (AD), astfel ca AF = 1. 
să se afle distanţa de la punctul £ la dreapta CE. 


Indicaţie: Se foloseşte proprietatea tă într-un triunghi produsul dintre lungimea 
înălțimii şi lungimea laturii corespunzătoare este constant. 


'7a 


Exerciţii recapitulative 

1. Lungimile bazelor unui trapez sint a, b, a > 8 şi distanţa dintre baze este A. Să 
se afle: 

î) distanţa dintre punctul de intersecţie a laturilor neparalele şi baza mică, 

ii) distanța dintre punctul de intersecţie a diagonalelor şi baza mare. 

„2. Să se arate că lungimea medianei (AM) (Are (BC) a triunghiului ABC, este: 

244 p-4+- AC) — pc? 
E Pi 

a. Se consideră triunghiul ABC în care AJ = 40, BC — 50, CA = 6U şi hisectoarea 
(Ap, D e (460). Să se uile în ce raport imparte bisecloarea (ZE, segmentul (AD). 
. Se dă un pătrat APCD şi M e Int ABCD asttel incit 


m(A7OD) = m(A7DE) = 150. 


Să se arate că triunghiul AJ4EA este echilateral. 


5. Se consideră pâlialul AHCD şi punctele £, F, care determină pe CD segmentele 
(DE) = (EP) = (FO). Pie (G) = AEN BC şi H mijlocul lui (AG). Să se arate că DH = 


= 40. 
Ei 


AM = 


4. Fie (AC) cea mai lungă dintre diagonalele paralelogramulni A BED şi 12, PP, picioa- 
rele perpendicularelor din C pe AB şi AD. Să se arate ci 


AB - AB + AD-AF = AC. 


7. Se consideri, ri 
pe BC. Se notează cu FE şi P intersecţia perpendicularelor pe JC în punctele 
cu înălțirile din C şi 47. Să se demonstreze că dacă (AD) = (BC) atunci: + 
i) triunghiurile BDE şi CDP sint isosce 
îi) triunghiul FDP este dreplunghic 


8. Fie 4, B, C, D, centrele de simetrie ale pătratelor construite în exterior pe latu- 
rile unui romb, Să se arate că A CD este pătrat. 


v. Se consideră triunghiul ABC cu 
AB = 38, BC = 56, Me (40), (AM) = (MC) BM = 39, 


DA este bisecloarea ungi 


Să so afle distanţa de la M la dreapta BC. 
"10. Se consideră triunghiul ABC cu 


Pai 
AB = AC, BAC obtuz şi AD | AB, Pe (BC). 


Să se afle Ea știind că BC = 32 şi distanţa de la A la dreapta BC este 12. 


11. So consideră triunghiul dreptunghic A BC (m(Â) 
larei din A pe BC, N mijlocul latu. 
din M pe AC. Dacă (AP) = (PN), 
au măsurile 60% şi 80. 

12. Fie un dreptunghi ABCD. Să se demonstreze că pentru orice punct M este veri- 
ficată relația MAE -- AC: = MB: + MDE. 


90%), A piciorul perpendicu- 
BC) şi P intersecţia dreptei A cu perpendiculura 
ă se arale ca unghiurile ascuţite ale triunghiului ABC 


Indicaţie, Se utilizează rezultatul exerciţiului 2. 
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18. A, B, C fiind trei puncte coliniare £ e (AC) şi O un punct exterior dreptei AC, 
să se demonstreze relaţia: OA2- BC — OB2- AC + OC2- AB = AB» BC - AC. (Relaţia 
1ui Stewart.) 


itagora generalizată în triunghiurile OAB şi OBC; 
membri membru: 
diferenţa pătratelor" dis- 


Indicaţie. Se “aplică teorema lui 
relaţiile obținute se înmulţesc respeeliv cu BC şi AB şi se adu 

14*%,.Sa se afle locul geometric al punctelor A, pentru care 
tanțelor la doua punete date A, £ să fie o constantă 4. 


indicație. Fie O mijlocul segmentului (AZ) şi N proiecția lui AL pe A. Presupuninl 
k >0; avem MA > MB şi N e (HO. Aplicind teorema lui Pitagora generalizată în 


Wwiunghiurile AMO şi BMO se deduce: MA: — MB: — 2AB- NO 


PS 
248 
devi NO este constant şi locul geometric este perpendiculara pe AJ, dusă prin punctul 
fix N. 

15. Se dă pătratul ABCD cu lati 


NO = 


iu 


e de lungime a. Pe laturile (PC) şi (CD) s 
1 
3 


a şi CP Sa se arate că triunghiul 


punctele E, respectiv F astiel incit Zi 


AEP este dreptunghic, 

16. Să să demonstreze că într-un paralelogram 
lelor este egală cu suma pătratelor lungirnilor. laturii 

17. Sa se afle raportul dintre suma pătratelor lungimilor laturilor unui triunghi şi 
suma, pătratelor mediunelor. Să se deduca de aici că într-un triunghi dreptunghic, suma 
pătratelor medianelor corespunzătoare catetelor este egală cu de cinci ori pâlralul me- 
diunei relativă la ipotenuză. . 

18. Se consideră trapezul ABCD. Paralela cu bazele BC şi AD ate Lrapezului ce 
trece'prin punclui! de intersecţie al diagonalelor intersectează laturile neparalele în punctele 
E şi F. Să se arate ca: 


ilor diagona- 


sum pătratelor lun 
r. 


(AH) ȘI F mijlocul laturii 


19*. În pateulata 
UE), (DE) sint virrurile 


(6D). Să se demonstreze că mijloacele seg 
unui paralelogram. 
20. Printr-un punct variabil D situat pe latura [BC unui | nghi ABC se duce 
o paralelă la mediana AM, M fiind mijlocul laturii (BC). Această puralela intersectează 
dreptele AB şi AC în punctele FE, respectiv FF. Să se arate câ: 
AP _aA 
Ac 7 ap 


i DE + DP — const. 


] 
21. Se consideră un trapez isoscel ABCD cu bazele (AB), (DC). AR = 2%, 


în care diagonala AC este bisectoarea unghiului Â. Sa se exprime cu a şi b iunşiunile 
diagonalelor și lungimile laturilor neparalele ale trapezului. (Se presupune 5 <a < ip.) 
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Capitolul 


Il] 
Cercul 


$1, Definiţii 


In capitolele precedente s-au definit şi studiat diferite mulțimi de puncte 
din plan (unghi, poligon convex, mediatoare, bisectoare etc.). Utilizind 
noţiunea de loc geometric se pot defini şi alte tipuri de mulţimi de puncte 
dintre care, în acest capitol, vom studia cercul. 

Deliniţie. Fie r E R,r >0 şi O un punct din plan. Se numește cere de 
centru O şi rază r locul geometric al punctelor M din plan pentru care 0M=r. 
Se notează 0(0, r) = (M |OM = r). Pentru trasarea cercului se foloseşte 
compasul (fig. 111.1). Dacă M € &(0, r) atunci pentru segmentul (0M) 
se va folosi denumirea de raza (0M). Deci cuvintul „rază“ are două sensuri: 
poate fi un număr r sau un segment (0M). În general, din text şe înțelege 
despre care sens este vorba. 

Dotiniţie. Fiind dat cercul (0, r) mulțimea punctelor P din plan pentru 
care OP <r se numeşte interiorul cercului. Se notează 

Int 000, r) = (PIOP <r). 


Se. defineşte şi ezteriorul unui cerc şi anume: Ext 0(0,7) = (0 100 >r). 


Teorema 1. Interiorul ui De convexă. 


Demonstraţie. Fie 0(0, r) şi A € Int 0(0, 7), BE Int &(0, r), deci 
OA <r,OB <r (fig. 111.2). Dacă P € (AB) atunci OP <OA sau OP <0B 
(vezi ex. 5 $12, cap. 1). În ambele cazuri,rezultă OP <r, deci PElnt (0,7). 

Detiniţie, Se numeşte disc de centru 


O şi rază r,r >0, mulţimea E(0,r)U A 

U Int &(0, r). VW 
Se observă că 0(0,r)U Int 8(0,r) = 

= (M10u <r). 
Două cercuri care au razele egale 


se numesc congruente. Fig. IL Fig. ML2 


11 


Poziţia unei drepte faţă de un cerc 


Meorema 2. Fie cercul Q(0, r), r >0 şi dreapta îi. 

a) Dacă d(0, 1) <r, atunci dreapta A şi cercul (0,7) au exact donă puncte 
comune. 

b) Dacă d(0,h) =, atunci dreapta h şi cercul 0(0,r) au exact un punet 
comun, 


e) Dacă d(0, n) > r atunei dreapta h şi cercul 2(0, 7) nu au puncte comune. 


Demonstraţie. a) Dacă d(0, n) = 0 deci O e h, atunci pe cele donă 
W şi HA” determinate de O pe A, există cite un singur punct A e, i en 
OA = 08 = r (fig. 111.3). 

Dacă 0 = d(0, 4) = ri <r, atunci se notează 0' = pru0 (fig. LUL.%) şi pe semi- 
dreptele Jr şi A” determinate de O” pe A, există punctele unice A € MW, 23 e hi”, astrel 
încit lungimile segmentelor (0'A) şi (0'2) să fie de o anumită valoare, de exemplu 
OA = on = Vi. Triunghiurile 00'A şi 00'B fiind dreptunghice, din teorema 
lui Pitagora se determină OA = OB = /00 FDA = n, deci puncte A şi, 2 aparţin 
cercului €(0, r). Oricare ar fi punctul M, M &h, asttel încît OA < /73 — ri, rezultă 
că OM = /00% 3 OA: < r şi M e Int C(0,r), iar dacă OM > 727, atunci 
OM > 7, şi M e EXLE(0, n). Ș 

b) Dacă d(0; A) = r, fie 0” = pru0, deci 00' = r adică 0 e E(0, 7). Dacă Men, 
M 4 O", atunci OM > 00” = r şi deci M e Ext E(0, r) (fig. 111.3). 

<) Dâcă a(0, 4) > r atunci pentru orice punct M, Me n, ON 30, n) >r 
deci M e Ext (0, r) (ig. 111.6). 


"midrepte 
sifel ca 


( , 
A 
Fig. UIL.3 Fig. La 
F %, 
EI 
. 
9 
S, 
i» 
Fig. IL.5 Fig. U1.6 - 
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Definiţie. “Dreapta h se numeşte tangentă cercului Q(0, r) dacă există exact 
un punct comun cercului 2(0, r) şi dreptei p. 

Din teorema 2 rezultă că dreapta Ph este tangentă la cercul. 2(0,r) dacă 
şi numai dacă d(0, h) = r. Punctul O” comun tangentei h şi cercului 2(0, 7) se 
numește punct de tangenţă. Din demonstraţia punctului b) a teoremei 2 rezultă 
că 

„raza (00') este perpendiculară pe tangenta prin O. 
O dreaptă h se numeşte secantă unui cere dacă dreapta h şi cercul au două 
puncte distincte comune. Dreapta k se numeşte cztcrioară unui cerc dacă 
dreapta A şi cercul nu au nici un punct comun. 


Exerciţii 


1. Să se arate că prin două puncte distincte trec o infinitate de cercuri, şi să se deler- 
mine locul geometric al centrelor acestor cercuri. 

2. Fie A, B, C trei puncte distincte ale unui cerc. Să se arate că ele nu pot fi coliniure 
şi că centrul cercului este intersecția mediatoarelor laturilor triunghiului ABC, 

2. Să se arate că dacă două cercuri au trei puncte distincte comune, cercurile coihoid. 

4*. Să so arate că discul este o mulțime convexă. 

6». Să se demonstreze că centrul unui cerc este centru de simetrie al său și al discului 
pe care-l determină, 

6*. Arătaţi că orice dreaptă care conţine centrul cercului este axă de simetrie a cer- 
cului (şi a discului). 

Indicaţie. Se consideră un punct M pentru care OM = r şi o dreaptă d care conţine 
centrul cercului; dacă M” esto simetricul punctului M faţă de dreapta d atunci OM! = 
=0M =r. 

7». Să se arate că dacă punctele A şi B aparţin unui disc de rază r atunci'A Ps 2r. 

indicație. În triunghiul OA (O centrul cercului), AB < OA + OB s 27. 

Dacă A, 0, B sint coliniare şi O e[ABI, AB = AO + OB < 27, iar dacă A e (08) 
sau B e (OA) atunci AB <OA+O0B si. 

8*, Să se arate că o dreaptă care conţine un punct din interiorul unui cerc intersectează 
cercul. 

9*. Fiedo tangentă sau o dreaptă exterioară cercului 2(0, r). Arătaţi că E(0, r) e [do. 

10. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente la o dreaplă dată într-un 
punct dat : 

11. Fie A, B două puncte fixe. Se consideră un cerc variabil de centru M, tangent 
dreptei AB în punctul B. Perpendiculara din £ pe AM taie din nou cercul în 7. Să sc 
afle locul geometric al punctului Z. 

12. Să se afle locul geometric al mijloacelor segmentelor care unesc un punct fix A 
cu un punct variabil M, situat pe un cere dat C(0, r). 

13. Virturile A, B ale triunghiului ABM sint fixe, îar M este un punct variabil. Să se 
afle locul geometric al punctului M, ştiind că mediana (AA”) a triunghiului ABM are o 
lungime dată £. 

14. Dacă virturile unui patrulater aparţin unui cere, atunci patrulaterul este convex. 


$ 2. Coarde. Arce. Unghiuri la centru 


Segmentul determinat de două puncte ale unui cerc se numeşte coardă. 
Dacă coarda conţine centrul cercului atunci ea se numeşte diametru, iar 
capetele unui diametru se numesc puncte diametral opuse. Pentru un cerc de 
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111.7 Fig. II.8 


rază r, lungimea unui diametru este 2 r-şi cete mai mare sau egală decit lun- 
gimea oricărei coarde, 

Definiţie. Un unghi cu virtul în centrul, unui cere se numeşte unghi la 
centru pentru acel cerc. 

Fie cercul (0, r) şi punctele A € (0,7). B 00,7); ducă A şi B nu 

3 

sint diumetial opuse atunci ele determină unghiul la centru propriu 105 


(fig. 111.7). Dacă A şi PB sint diametral opuse atunci unghiul 40 este un 
unghi alungit. 


Definiţie. Fie A şi B două puncte-ule careului. 0(0. 7) care nu sint, diame! rul 
opuse. Se numește arc mic AB mulţimea formnată din A. P şi punctele cercului! 


e are mare 4, 


ui unghiu- 


- Em 
8(0, r) care aparţin interiorului unghiului AOF. Se numeş 
mulţimea punctelor cercului” E(0,7) care nu aparţin inte 


lui AOĂ. A şi B se numesc capetele celor două uree (fig. 11.8). 


Se introduce o notație a arculiii folosind încă un puneti M al lui, diferit 
de capete: AMB este arcul cu cupetele A, E căreia îi aparţine şi punctul AM. 
Dacă nu e pericol de confuzie, arcul AM poate fi notat AP. De exemplu 
dacă se precizează are mic, are mare. Mulțimea AP — (4; B] de numeşte, 


arc deschis. 


> Detinipe. Dacă A şi B sint puncte diametral opuse ale cercului Q(0; 7) 
şi MI un punct al cercului diferit de acestea, atunci arcul A ATB este mulţime 
punctelor cercului situate în semiplanul închis determinat de dreapta 1/2 
căreia îi aparţine punctul M şi se numeşte semicercul MB. 


Evident, orice diametru determină două semicercuri. 


În „capitolul I fiecărui unghi i s-a pus în corespondență: un număr 
a, « E [0, 180] care reprezintă măsura unghiului. Deoarece arcele unui c 
sint determinate prin unghiuri, rezultă că fiecărui arc i se poate asacia un 
număr real, nvmit măsura arcului. 


Detiniţie. Fie A şi B două puncte ale cercului (0, r). 
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1. Dacă A şi B nu sint diametral opuse măsura arcului mic AB este egală 
= Să = pai 
cu măsura unghiului la centru Â0B, adică m(AB) — m(A0B). 

9. Dacă A şi B nu sint diametral opuse, măsura arcului mare AB este 
egală cu 360 minus măsura unghiului la centru A0OB, adică.m(ÂB) — 360 — 

Bz 
— m(408). 

3. Dacă A şi B sint diametral opuse, măsura semicercului AP este 180, 
adică m(ÂB) = 180. 

Se poate considera convenţional că un cere este un are mare AB ale cărui 
capete A și B coincid, deci m(A4OB) = 0 şi măsura cercului este conform 
definiţiei egală cu 360, 

Observaţie. Adoptind aceeaşi convenţie de notație ca şi pentru unghiuri se va serie 
m(AD) = 2; unde 2 e [0,360]. 

Detiniţie. Două arce ale aceluiaşi cerc (sau din două cercuri congruente) 
ge humesc congruente dacă au aceeași măsură. 

În multe probleme teoretice și practice se pune problema determinăr 
măsurii unui arc cînd acesta poate fi considerat ca reuniune de două arc 
avind comun doar unul din capete. Pentru o rezolvare corectă a problemelor 


de acest fel, reprezentarea intuitivă nefiind o justificare, se va stabili urmă- 
toarea teoremă. 


meorema 1. Fie cercul 20,7), AB un are al cercului și M un punct 
aiterit de A si Bal arcului AB. Atunci, m(AMB) = m(AH)+ m (509), 
| umd Bg ÎN şi 4e BA. 

Demonstraţie. 

1) Daca ANTE este un arc mic, deoarece (OM E Int AGE (fig. 111.9) ure loc 
mă GD) — mt 403D + m(370B) adică m(AMB) = m(AR) + m(6M. 

2) Duca AATP este un semicerc (fig. 111.10) atunci m(AĂTB) = 180%, iur AOPI și 
DG3ă sint suplementare, m(AORD + m(BORI) = 180, adică m(AATB) (AM) + 
+ m(BM) = 180. 

3) Daca AATB este un arc mare, punctele A şi E 


d situate în ni 


i semiplun 
faţă de dreapta OM (fig. 11-14) și presupnnind că Z aparţine arcului mic A, se 


Ba 


Fig. IIL.9 Fig. IIL.40 Fig. IIA1 
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notează m(Â0X) — e, (ATB) = tr. Atunci (ATB) — 360% — 0, pentru arcul 


mare AZI, m(AZ) = 3600 — m(A Oa) = 3600 — (ae 20). Deci 


m(A34) -- m(MD) = 360 — (ae + 6) + 0 = 602 — ae — m(A37B). 


Dacă P aparţine arcului mare AM, demonstraţia se face în mod analog. 


4) Dacă AMD este un arc mare, iar punctele A şi D sint în semiplăne opuse faţă 
Pat 
de dreapta OB, M/ fiind diametral opus lui A, (fig. 111.12), avem (047 int A0X 


Pi es 
căci Mg lut A0Ă (Gap . [., Ş6, ex. 12). Se notează m(402), m(4T0X) = ve. 


i m(ĂMTD) = 360 — m(Â0X) = 360 — ae, 


m(47OB) = ae — tr, (MOB) 


Atuunei (AD) + m(D7D) = 1800 — be 18003 (a — 40) = 3600 — 


o), m(310ă) = 0 —b. 


= 180 — 


= mA), 
5) Dacă AAMB este un are mare, M şi A (sau M şi 42) fiind diametral opuse 


(fig. 11.13), m(72) = 1800, m(3702) = 1800 — m(40X) deci 


nu(A32) ++ m(Î772) = 180 + 180 — m(40X) = 360 — m(ÂGD) = m(AMD). 


Se vor stubili în continuare citeva proprietăţi relative la arce şi coarde 
a căror demonstrație poate reprezenta şi un exerciţiu pentru cilitor. 
Punctul M 
le mici A17 şi 49) sint congruente. 


numeşte mijlocul arcului AX dacă aparţine arcului AZ şi 


istenţa mijlocului unui arc rezultă 


ma 3. Dacă A şi E sînt puncte distinete ale unui cerc, atunci 
diametrul perpendicular pe coarda (AB) conţine mijlocul coardei (AB) şi 
mijloacele arcelor AB (arcul mic şi arcul mare). 


Demonstraţie. Dacă A şi B nu sint diametral opuse se notează 0' = pr AO 
(lig. IUL. 44). Fie (C) = 0(0, 7)N(00 şi D punctul diametral opus lui C. 


D400! = ABOO! (C.1.), deci (40) sa (80), 40 m BOY şi 40b = D505 


. B A ză 
A 
Li (Yi 


Fig. Laz Fig. U.u8 Fizz. TIL.14 
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(avind suplemente congruente) din care rezultă că C este mijlocul arcului 
mic AP şi D mijlocul arcului mare AB. Evident, teorema este adevărată şi 
dacă A şi B sînt diametral opuse. 

i tma 3. Dacă două coarde (AB) şi (CD) din acelaşi cere Q(0, r) 
sînt congruente, atunci arcele mici AB şi CD sînt congruente și reciproc, dacă 
-arcele mici AB şi CD ale unui cere sînt congruente, atunci coardele (AB) 
şi (CD) sînt consruente. 2 

Demonstraţie. a) Dacă (AB) (CD), (AB), (CD) fiind coarde ale 

Ă [RD > ee 
cercului Q(0, 7), atunci AAOB = ACOD (LL), deci A0Ă = COD dei 


* bea ED (fig. 111.45). b) Dacă AB = CD atunci AAOB = ACOD (L.U.L) 
stea (4B)=(6D). 


meorema 4. Dacă două coarde ale unui cere sînt iai atunci 
distanţele de la centrul cercului la coarde sînt egale. 

Demonstraţie. Dacă (AD) = (C D), (AB), (CD) fiind coarde ale cercului 
(0. r), atunci AAOB ma ACOD și înălțimile din O ale acestor triunghiuri 
sint congruente (fig. II1.16). 

“eoremele 3 şi 4 sint adevărate şi dacă cele două coarde aparţin la două 
cercuri congruente, 


meoreman 5. Dacă două coarde (AF) și (CD) ale cercului O(0, r) sint 
paralele; A și C Hiină situate în același semiplan faţă de dinmetrul peron: 
aleular. pe cole două coarde, atunci areele mici AC şi D sint eotigruente şi 
eonrdele (AC) şi (BD) sînt coneruente, 


Demonstraţie. Fie (MN) diametrul perpendicular pe coarda (AB), M 
şi N aparţinind cercului astfel ca AI şi A să fie de acepași purte u dreptei CD 
(fig. II1.47). 

Atunci AI) = ÎTĂ, EN e ND; folosind teorema 1 se obține m(A0) = 
— 180 — (m(370) ++ m(CRI = 180 — (m(478) + m(ND)I = m(BD). Deci 
16 BD si 40) = (BD). 


Sa i f ' 
O c 
»> .. (5ă 
o G o i 
Fig. ML.15 Fig. 11.16 Fig. Ll.17 
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Teorema 5 poate fi formulată într-un enunţ mai uşor de memorat, dar 
nu suficient de precis: „arcele situate între două coarde paralele sint 


congruentet. 


Exerciţii : 


1. Să so demonstreze că dacă diametrul unui cero conţine mijlocul unui arc AB suu 
a coardei (AB), atunci diametrul este perpendicular pe coarda (44) (reciproca teoremei 2). 


2. Dacă.centrul unui cere este Ia distanţe egale de două courde ale cercului, atunci 
coardele sint congruente (reciprocu: teoremei 4). 


8». Dacă coardele (44) şi (CD) ale unui cerc sint congruente atu 
AD EC (reciproca teoremei 5). 


4. Se consideră cercul E(0, 7), punctul M e C(0, r) şi n tangenta în M ln cere. Să 


AC UD sau 


se demonstreze că pentru orice coardă (AB), ABIA, punctul A este mijlocul urcului 
ABM, 
5. Se dai un cere €(0, r), un punct A e €(0,r) şi un număr real «e (0,360). 


a 7 180. Să se arate ca există exact două punete M, M & (0, r) astre ca m(AZI) = a. 


4. SA se afle locul geometric al mijloacelor coardelor unui cere, rare at 0 lungime 
data. 

7. Se dau puneteie distincte A, P şi dreapta d perpendiculară pe AB. M fiind un, 
puact variubil pe d, să se afle locul geometric al punctului diametrul opus lui M în cercul 
care trece prin A, B şi M. 

8*. Două cercuri se in 
cercurile ă doua oură în M, W. Să se afle locul geoinetri 


rscetează in A, B. O secantă variubilă trecind prin A taie 
al mijlocului segmentului (MA). 


$ 3. Unghi înscris 


Pai 
Definiţie. Unghiul AMB se numeşte unghi înscris unui cerc Q(0, 7) dacă 
A, M, B sint punote ale cercului (0, r). 
Arcul AB căruia nu-i aparţine punctul M se numește arc cuprins între 
laturile unghiului. 


Teorema 1. Măsura unui unghi înscris în cerc este | din măsura arcu- 


lui cuprins între laturile sale, Ă 


A 5 » Pi Si 
Demonstraţie. Se consideră unghiul AMĂ înscris în cercul &(0, 7). 
Cazul 1. Una din laturile unghiului conţine centrul cercului, de. exemplu 


3 
O € AM (fig. 111.18); atunci AOX este exterior triunghiului isoscel OMB 
Pesi ae d — 
şi m(AMĂ) = 3 m(40ă) = i m(4B). 
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2 
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A Mm ara 
Fig. 1U.18 Fig. 111 19 Fig 111 20 


Cazul 11. Ceatrul cercului este în interiorul unghiului AAZB (fig. 111.19). 
Atunci AM fiind diametral opus lui M, din cazul 1 şi teorema 1 $ 2 rezultă 


m(ÂZB) = mA MĂ) + m(M737B) = m(4M) +4 m(Îă = Im(ÂB). 
Cazul MIL. Centrul cercului nu aparţine interiorului unghiului AM 

(fig. 111.20). Punctul M” fiind diametral opus punctului M și (ME 

cint AMĂ prin aplicarea cazului 1 se obţine: 

m(ĂTIB) = mA) — (FĂ) = 7 mA) —pm(570) = m4D). 

Cele trei cazuri demonstrează teorema. 


Din teorema 1 rezultă că fiind date două puncte fixe A şi ale unui cere 
şi un punct M variabil pe arcul mare AB, diferit de A şi B; unghiurile AB 
au aceeași măsură, egală cu 1: m(40B), iar dacă M aparține arcului mic AB, 
măsura unghiurilor AGIĂ este de asemenea constantă egală cu A (860 — 
— m(405)). Dacă AZ este semicerc, m(AMTB) = 90. 


Te 


ema 2. Măsura unui unghi cu vîrful pe cerc, una din laturi fiind 
secantă cercului, iar cealaltă tangentă cereniui este -!. din niăsura arcului 
de cere inelus în interiorul unghiului. 

Demonstraţie. Fie unghiul AMb, M € 00,7), 
B € e(0,r), MA tangentă cercului. 


Par, 
Cazul |. (fig. 1.21) AM este un unghi 
ascuţit; M” fiind punctul diametral opus lui M, 
ținind seama că B şi M” sint de aceeași parte 


a tangentei, rezultă (MB C Int AMM', deci Fig. IIL.21 
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Pa Ei P3 
BWM — MB (avind acelaşi complement SMĂ), 


id iar BÂDĂ este un unghi înscris. ALuiici 
ZE ps A 
Ei S m 4 3) = mi) = A m(5), arcul SĂ. fiind 
â un are mie. 
Pa 3 
Cazul 1. AMB este un unghi obtuz (fig. 111.22), 
zi Fie C E AM, M e (4C), iar D un punct al arcului 


RF Pt PA 
mare B77. Unghiurile CME şi AME sint suplemen- 
pe St 
tare; (MD fiind un ungii ascuțit, conform, cazului 1, (EA) = md 


(arcul mic Â72). Atunci 
Pi 
m(ÂTZB) = 1800 — m(CT) = 13600 — 2m(C7) = 


= 40360 — m(Î7B)1 = 1 m(ÂDD). 


O - 
Cazul 11. Dacă A MB este unghi drept, atunci 4, £ sint diametral opuse 
pe ps 
şi Mă este semicere, deci m(ÂMĂ) = 90 = 4 m(A7B). 
Pi ai 
Definiţie. Unghiul A ALB se numeşte unghiul cu virful în interiorul unui 
cere &(0, r) dacă JM € Int &(0,r), îur A şi B sint puncte ale cercului Q(0, r), 


Dacă AEP este un unghi cu virful în interiorul unui cere (fig. IUL. 28), 
dreptele MA și MB avind un punct în interiorul cercului vor avea cite două 
Fi e Sete 

puncte comune cu cercul 4,4” respectiv BB”. Unghiul A7ATE” este de aseme- 

PF Fi 2 Pa Pi PY 

nea un unghi cu virtul în interiorul cercului şi AJZB ma ATAT ca unghiuri 

Es — 

opuse la vint. Arcele “AB şi A"B' care sint incluse în Int A17B respectiv 

Int 47A2” se mumese are cuprins între laturile unghiului, respectiv. aro 

cuprins între prelungirile laturilor unghiului cu virful în interiorul cercului, 

Teorema i. Măsura unui unghi cu virful în interiorul unui cere 

este 4 din suma măsurilor arcului cuprinse între laturile unghiului şi 

a arcului cuprins între zi pi B: 
acestora. 4 S 

Demonstraţie. Fie unghiul AMĂ cu g: 

M E Int 000, 7) și 470% opus la 


virteu AM, A' E AM, B' e BM, A 
şi B' fiind pe cercul 2(0, r) (fig. 111.24). Ş Z 1 


Pra) Pai 
Unghiurile A'AB' şi ABB fiind Fig. 111.23 Fig. LIL.24 


AP, 
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Pa] Pe ai Des —. 
unghiuri înscrise în cerc, m(A7AB) = 4 m(Â'B) şi m(A4BB) = 7 m(AB). 


" Unghiul AT7B. este un unghi exterior pentru tridnghiul AMB" şi deci 
(423) = (47) + m(4EB) = mA) + (AB). 


„Definiţie. Unghiul fă se numeşte unghi ca virful în ezieriorul unui cere 
dacă viriul său aparţine exteriorului cercului, iar semidreptele / și k sint, 
tangente sau secante cercului. 

Laturile unui unghi exterior determină p6 cerc două arce care aparţin 
interiorului unghiului; acestea se numesc arce -cuprinse între laturile 
unghiului. Ş 


Peorema 4, Măsura unui unghi eu virtul în exteriorul unui cere este 
egală cu din valoarea absolută a difereifței măsarilor arcelor cuprinse întro 
laturile sale. 


Demonstraţie. Fie îi un unghi cu virful în M, ME Ext 000,7). 
Cazul |. Laturile h şi k sint secante cercului în punctele A, C respectiv B, 
D, A€Eh Ceh A e (m ), BEH, DEk BE!MD) (fig. 111.25). 
Psi PE aa ” Ș 
Uaghiurile CAD si ADP fiind unghiuri inscrise în cercul (0, 7), m(E4b) = 
[] n —— 1 —3, Psi d fi 
= 4 m(05), m(4DB) = 1 m(AB). Unehiul CAD îste un unghi exterior 


Mp Ă Pa 
triunghiului 4175, deci m(EAD) = m(4D3) + m(EMD), de unde rezultă 


că m(37b) = m(ZAb) — m(4Dn = Îm(CB)— m(45)]. 


Cazul 1. Latura h este (tangentă cercului în A, iar k este secanta cercului 
C(0, n), B şi D fiind punctele comune cercului şi secantei, E € (MD) (fig. 
Po 

111.26). Se alege un punct C, Ceh, A € (CM); CAD fiind unghi exterior 
pie E R3I Pi 

triunghiului AMD, m(CAD) = 
Pops pt Se 

= m(AMD) + m(4ADĂ). 


Să 
Dar, m(ADĂ) = 4 m(AB 


Sa a a ze 
şi m(ZAD) = g m(ÂD). Rezultă 
Papi Ina Pet 
m(4M5) = m(CAD)—m(4D%)= 

1 


=1 m(4D) — i m(âB = 


5 1 Îm(4B) E m(48)]. 


Fig. UUL.25 CF 026 
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Cazul III. Luturile h şi k sint tangente cercului 
în puncteleA şi B,4 Eh, BEk (fig. 111.27). Se 
alege punctul C, Ceh, A € (CM) şi un punct D 


al arcului mare ÂB. Unghiul AX este exterior 
- . a - ie PI pi 
triunghiului. ABM deci m(C4Ă) — m(AM) + 


+ mA BĂ) şi m(E4ă) = 1 m(4Pă), m(BA) = 


= 3 m(AB. 


111.27 Atunci 


m(4115 = m(E4B) — m(A15Ă) = mA — mÂB)). 


Aplicaţie. Arc capabil de unghi dat 


Se consideră punctele fixe A și B şi un număr real z.-z 2 (0, 180). Sa! 
se determine locul geometric al punctelor: A situate într-unul din semiplanele 


F Pi 
limitate de dreapta AB, pentru care m(AMĂ) = 


Rezolvare. Se consideră punctele, A, B, A 7 B şi S unul din semiplanele 
limitate de dreapta AP (fig. IL. 28). 


i eu 
Fie semidreapta (AC) în semiplanul opus Imi S astfel incit m(EAB) = ae și 
O punctul de intersecţie al mediatoarei segmentului (AB) cu perpendiculara 
prin A pe AC. Pe cercul de centru O şi rază r=—0A, punctele A şi B 


determină arcul “AB situat in semiplanul S. Se va arăta că acest arc, fără 


capetele A, B este locul geometric căutat. Fie M un punct al arcului AB din 
'semiplanul S și V un punct al cercului care nu aparţine semiplanului S. 


a RE 
Atunci m(AMĂ) = 4 m(ÂNB). Deoarece AC este tangentă cercului (AC _L 


. Pa Peri 
40), rezultă că m(CAă = i m(ÂNB) deci -m(417) = m(E4Ă) = ae, 


Rămine de arătat că pentru orice punct Q al semipla- 
nului $ nesituat pe arcul AB, m(4QB) zac. într-a- 
dovăr, dacă O € Int E(0, 7) N $, rezultă că m(AGĂ) > 
> m(AWB) = a* deoarece AQE este un unghi cu virtul 
în interiorul cercului, iar dacă OCExt 00,7) Ss 
rezultă că m(4QĂ)< I m(ANB) = a*. Arcul deschis AMB 


din semiplanul S astfel construit. este locul geometrie Fig. 111.28 


28 


a 
al punctelor M pentru care m(ÂMB) = şi se numeşte arc capabil 
de a. 

Arcul deschis ANB din semiplanul 'opus este arcul capabil de unghiul 
1802 — ac. 


“Exerciţii 


PI 
1. Pe cercul €(0, 7) se consideră coarda (42) şi unghiul AZI. Să so demonstreze 
=> = ps 

că dacă m(483D = A m(ÂD), arcul AD fiind inclus în Int AF, atunci 97 este 
tangentă cercului E(0, 7) în A. 

3. Două cercuri se intersectează în M şi N. Fie AM” și A” punctele diametral opuse 
Ii AF 'în cele două cercuri. Să se arate că af”, N şi AL” sint coliniure 

3. Într-un cere se due două coarde perpendiculare (422) și (CD). Fie AL un punct 

>= > 

se arate că m(ĂATD) + m(ÂME) — o”. 
(Â) = ase şi m(0) = nu 


al cercului situat pe arcul BD sau AC. 


4. Într- nghiul ABC. Dacă 


Tia 
să se găseuscă măsurile unghiurilor BAD şi CAD. 

5. În triunghiul ABC inscris într-un cere E(0, 7) se duc înălțimile corespunzătoare 
virturile B şi C şi diametrul prin punctul A. Sa se arate că cele două înălţimi şi diametrul 
determină un triunghi asemenea cu ABC, : 

6. Pe un cere se dau trei punete oarecare A, B, C. Fie D mijlocul arcului AZ, 22 mij- 


n cere E(0, r) se inscrie 


tocul arcului AC; dreupta DE intersectează pe AB în F şi pe AC în G. Să se arale că 


(4F) = (40). 
7. Se dă triunghiul ABC înscris în cere 


Pai 
Să se demonstreze că măsura unghiului A DO este egală cu jumătatea diferenţei dintre 


1 (0, r) şi se notează cu D mijlocul arcuit 
ze 


f A a 2 
măsurile unghiurilor ABE şi ACĂ. 
8. Se dă un cerc C(0, 7) şi un punct exterior A din care se duc tangente! 


AB şi AC: 


etapa 
Dreupta BO intersectează cercul a doua oară în E. Să se urate că ZAD = ECF, unde m 
tre tangenta AC şi dreapta BE. 
1 ABC înscris într-un cerc G (O, 7) se duco perpendiculară din 4 pe BC 
care taie cercul u doua oară în D. Notind cu £ punctul diametral opus lui A, să se aratu 


i 
că unghiurile FAC şi DAE au aceeași bisecloare. 


10. Două cercuri se intersectează în A şi B. O secantă variabilă trecînd prin A taie 


cercurile a doua oară respectiv în M şi N. a) Să se arate că măsura unghiului ABEX 
«ste constantă. b) Să se determine poziţia secantei MA astfel cu distanța MN să fie maximă. 

11. Să se afle lotul geometric al mijloacelor coardelor unui cerc Q(0, r) care tre 
printr-un punct fix A 

12. Fie (AB) un diametru fix al unui cerc E(O, r), iar M un punct variabil pe cerc. 
se ia pe raza (OM) un punct P astiel ca OP să fie egală cu distanța de la M la dreapta 
AB. Să se afle lotul geometric al punctului P. 

13. Fie (AB) o coardă fixă a unui cerc, iar (PQ) o coardă variabilă ca poziţie, dar do 
lungime fixă. Să se afle locurile geometrice ale punctelor AP N BO şi AQ N BP. 

14. (AB) fiind o coardă fixă, iar A un punct variabil ul unui cerc, să se afle locul 
gconfetric al punctului P astfel încit M e (AP) şi (MP) = (MB). 
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1! 

15*. Se dau un cere? pe el un punct fix A, o dreaptă d şi un.punct, fix B e d. Prin 

„A şi B ducem un cerc variabil, care taie din nou cercul dat în P și dreapta dată în Q. 
Să se arate ca dreapta PQ trece printr-un punct fix. 
Ps 

16. Fie ABC un triunghi, (CB” semidreapta opusă lui (CB, iar De Int ACĂ, Să 

se arate ca dreapta CD este tangentă cercului circumscris triunghiului ABC dacă şi numai 
e os 
dacă ACB = ABC. 

17. Fie (AB) un diametru al unui cerc, (AC) o coardă, De (AB), E = pracD 
şi P unul dintre punctele de intersecţie ale dreptei DE cu cercul dat.-Să se demonstreze că 
cerenrile circumscrise triunghiurilor FCE şi PBD sint tangonte. 

ngniul AA B înscris în cercul dat E(O, r) ase virturile A şi BP fixe, ipr virlul 
a se afle locurile geometrice descrise de: a) ortocentrul, of centrul 
centrul de greutate al triunghiului MA. 


$ 4. Poligoane înscrise şi circumscrise 


Definiţie. Un poligon se numeşte înscris într-un cerc dacă virturile poligo- 
muiu: aparțin cercului. În acest caz cercul se numește circuniseris poligonului. 

Un poligon se numeşte circumscris unui cerc ducă laturile sale sint tangente 
la cere. În acest caz, cercul se numeşte: înscris în: poligon. 
+ Fiind dat un triunghi ABC, există întotdeauna un cere unic circumscris 
triunghiului și un cerc unic înscris în triunghi. Centrul cercului, circumscris 
triunghiului este punctul de concurență al mediatoarelor laturilor triunghiului 
şi centrul cercului înscris în triunghi este punctul de concurenţă al bisectoare- 
lor unghiurilor triunghiului. În cazul poligoanelor cu mai mult de trei laturi 
mu întotdeauna există cere înscris snw circumsoris. 

Veoroma 1. Un poligon convex ponte fi înseris într-un core dacă media- 
toarele laturilor sule sînt concurente şi reciproc, dacă un poligon convex este 
înscris într-un cere, atunci mediatoarele laturilor sale sînt concurente, 


Demonstraţie. a) Se consideră poligonul A, Ag As -.. Am şi se presupune că 
mediatoarele laturilor sale au un punct comun O (fig. 111.29). Atunci po baza 
proprietăţii punctelor mediatoarei rezultă_ că OA, = 043 O 
Deci virturile Ay, Aay-:--Aa aparţin unui cerc de centru O şi rază r = OA. 

b) Dacă poligonul A,As-:-Am are virturile pe cercul 2(0, r) atunci OA, = 
= 043 OA, =r, deci O se află pe mediatoarele segmentelor (AsA4a), 
(Ass) (Ana Am) (AnA)- 

Un poiigon care poate fi înscris într-un cere se numeste poligon inscripribil 

F Teorema 2. Un poligon convex poate fi 

a Si circumscris unui cere dacă bisectoarele unghiurilor 


/ sale sînt concurente şi reciproc, dacă un poligon con- 
45 vex este circumseris unui cerc atunci bisectoarele 
St „ha,  unsbiurilor sale sînt concurente: 
> Demonstraţie. a) Se consideră poligonul AAsAs---A 
Fig. 111.29 şi O punctul de concurenţă al bisectoarelor unghiu- 
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42 A, 


AI, o A 


. Fig. 11.80. Fig. UL. 


vilor sale (fig. 111.30). Atunci pe baza proprietăţii punctelor bisectonrei 
rezultă că d(0, AAs) = d(0, Az43) = -. =d(0, AnAu). Cercul de centru 
O şi rază r = d(0, A,A4s) este tangent fiecărei laturi a poligonului, 
b) Dacă poligonul AAsAa:--Am are laturile tangente cercului 0(0, r) 
atunci d(0, As4s) = 00, As4a) = m: = 40, Ava) = r deci O se află pe 


Bisectonrele unghiurilor As, As A A 


Detiniţie- Un poligon convex se numeştespolizon regulat dacă toate laturile 
şi toate unghiurile sint congruente. 


Teorema 8. Orice poligon regulat poate fi tusoriă într-un cere și poate 
ti circumseris unui core, 


Demonstraţie. a) Fie poligonul regulat A AsAa:Am (fig. III.31). Media- 
toarele laturilor (4,42) şi (44243) sint convurente într-un punct O. Triunghiu- 


rile OAsAs și O. 
= Gizăa m 430. Deoarece A, În mm În sa --. ma Â,, rezultă că AZATD a 
= Câsău deci ADAsAa ss ADAsia (LU... Rezultă că OAsA, este 
isoscel, (0Ag) sa (04), deci O aparţine şi mediatoarei segmentului (4344). 
În mod analog se arată succesiv că triunghiurile DA A spe: AA sint isoscele 
şi congruente, deci O aparţine mediatoarelor laturilor poligonului. Mediatoa- 
rele fiind concurente, conform teoremei 1, poligonul A, AgAa-.-Ap poate fi 


pan og 
As sint isoscele şi, congruente, deci Că em DA ZA), i 


înscris într-un cere. 

b) Din demonstraţia de la punetul a) rezultă că (410, (40, (40, 
„- O fiind deci punctul lore 
pi "oste fi circumseris unui cerc. 


sînt bisectoarele unghiurilor Â, Aa Îsi 
conform teoremei 2 poligonul AsAzA 

Se observă că in cazul poligoanelor regulate centrul cercului inscris coinei 
cu centrul cercului circumscris şi se numeşte centrul poligonului. Raza 
cercului înscris intr-un poligon regulat se mai numeşte şi. apotema poli- 
gonului "regulat. 


un 


Patrulatere inscriptibile 


Ştim că un patrulater inscriptibil este convez ($ 1, exer. 14). În cazul pa- 
trulaterelor convexe pot fi stabilite condiţii de inscriptibilitate caracteristice. 


[| i 

- Te ma 4. Dacă un. patrulater este inseriptibil atunci orice unghi 
determinat de o diagonală şi o latură este“congruent cu unghiul determinat 
de cealaltă diagonală cu latura opusă primei laturi şi reciproc dacă un patru- 
later este convex și un unghi determinat de o latură și o diagonală este con- 
gruent cu unghiul determinat de latura opusă primei laturi și cealaltă diago- 
mală, atunci patrulaterul este inseriptibil. 

Demonstraţie. a) Fie patrulaterul 4 BOD îinscriptibil şi E(O,r) cercul ci 
oumsoria acestuia: '(fig.' IIL32); atunci m(DA0) = m(DBE) = +m(50). 
b) Fie patrulaterul ABCD convex şi m(Î8D) = m(ÂCD) (fig. 1.39). 
Atunci ţinind seama că B şi C se află în acelaşi semiplan limitat de 4, 


din proprietatea arcului capabil de unghi dat, rezultă că punctele B şi C apar- 
ţin unui cere în care (AD) este coardă. 


Te ma 5. Dacă un patrulater exte înseriptibil atunci suma măsu- 
rilor a două unghiuri opuse este 180 și reciproc ducă suma măsurilor a, două 
unghiuri opuse dintr-un patrulater convex este 180, atunci patrulaterul este 
inseriptibil. |? 


Demonstrația acestei teoreme se lasă ca exercițiu. 


Fig. 11.32 Fig. IL.39 


gata 

1. Fiind dat triunghiul ABC, să se arate că există patru cercuri tangente dreptelor 
AB, RC, CA (un cerc inscris şi trei cercuri ezinserise). 

2. Să se calculeze apotema și lungimea laturii unui poligon regulat cu n laturi, înscris 
în cercul de rdză r pentru n = 3,4, 6,8. 

3. Să se arate că orice dreptunghi este inscriplibil. 

4. Să se arate că dacă în trapezul isoscel A BCD poate [i Inscris un cerc, atunci distanța 
dintre cele două baze este medie proporţională între lungimile bazelor. 

5. Să se arate că dacă un trapez este inscriptibil, aturici el este isoscel. 

6. Să se determine măsura arcului mic determinat de o lalură a unui poligon regulat” 
cu n laturi înscris în €(0, r). 
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7*. Fie un cere:C(0, r). Să se demonstreze că pentru orice număr natural n-> 2 
există un poligon regulat cu n laturi inseris în cerc şi un poligon regulat cu n laturi circum- 
scris cercul 

Indicaţie. Se utilizează axioma de construcţie a unghiurilor şi faptul că măsura unghiu- 
Ii la centru ale cărui laturi trec prin două virturi consecutive ale poligonului este a 

2 180. y 

EA - A 

8», Se consideră un cerc C(0, r) şi două poligoane regulațe cu n laturi, unul înscris 
şi celălalt circumscris cercului. Să se arate că dacă se notează en [n şi Ln lungimile laturilor 
celor două poligoane, atunci E 


2rln 
Var a 
9. Să se arate că într-un patrulater inscriptibil o bisectoare interioară su intersectează 


cu bisectoarea exterioară a unghiului opus, pe cercul circumscris patrulaterului. 
Indicaţie. Se arată că se obţine un patrulater inscriptibil. 


In 


10. Prin punctele comune A şi B a două cercuri 2(O,, ra) şi C(Os, ra) se duc secantule 
MAN şi PRO, Meel0,, ri) şi P e C(0,, ri). Să se demonstreze că MP || VO. 

11. În cercul E(0, r) se duce diametrul (AB) şi tangenta în A, pe care se iau donă 
puncte oarecare C şi D, A separă C şi D. Dreptele CB şi DB intersectează cercul Q(0, r) 
în E şi PP. Sa se arate că patrulaterul ODFE este inscriptibil. Ce devine acest patrulater în 
cazul cind (AC) a (AD). 

Indicaţie.. Se arată că un unghi interior al patrulaterului este congruent cu unghiul 
opus exterior; în cazul particular se obține trapez isoscel. 

12%, Să se urate că un paralelogram este inscriptibil dacă şi numai dacă este.un drepi- 
unghi. 

18. Fic A", B', C” mijloacele laturilor unui triunghi ABC, iar D piciorul unei înălțimi 
(D = prac4). Să se urate că punctele A”, JI”, C” şi ID) sint pe un cere. 

14. Fie ABC un triunghi, A, B' mijloacele laturilor (BC) şi (AC), D piciorul înâl- 
Vimii duse din A, H ortocentrul, iur A, mijlocul segmentului (477). Să se atate că punc- 
tele A”, BP, A, şi D sint situate pe un cere în fiecare din următoarele „cazuri posibile: 
a He (ap) bi Hs Dp.d Ace). 

15. Fie ARC un triunghi, D, E, F picioarele Inălţimilor, A', B, C” mijloacele laturilor, 
H ortocentrul, iar As, Bu, Cu mijloacele segmentelor (477), (BA), (CH). Să se arate că 
punctele DEF, A", B', C*, As, Bu, Ca sint pe un cere (numit „cercul lui Euler“ sau „cercul 
celor nou puncte“ al triunghiului 4 AC). 

Indicatie. Se vor tolosi exerciţiile 13 şi 14. 

16*. Fola i 
concurente. 

17. Fie ABC un 
renmscrise triunghi 


15 să se arate că dreptele A'A,, PB, C'C, sint 


şi D, E, F picioarele înălțimilor. Să se arate că cervurile 
, BED, CDE au un punct comun. 


18. Se consideră un patrulater convex uvind diagonalele perpendiculare, care se inter: 
sectează în punctul O. Să se arate că proiecţiile lui O pe laturi sint virfurile unui patrulater 
nscriptibil. 


19. Fie AOE un unghi drept, M şi N puncte variabile respectiv pe (OA şi (OB, 
MWPQ un patrat astfel ca MN să se separe punctele O şi P. Să se afle locul geometri 
centiului pătratului. 


20%. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic şi D e (BC) un punct fix. Paralela pri 
la AB taie AC în E. Fie M un punct variabil pe segmentul (AF) şi (NY = Ab N DM. 
Cercurile. circumscrise triunghiurilor CDM şi AMN se intersectează a doua oară în P. 
Să so afle locul geometric al punctului P. 


21*, Fi 
AEF, DEC și DBE sint 
(numit „Lriunghi ortic“) coi 


22*, Se ia ud punct M pe cercul circumscris unui trianghi ascuţitunghic ABC, Să se 
arate că proiecţiile P, 0, R ale-punetului AM pe BC, AB sint trei punele situate pe o 
dreaptă („dreapta Iui Simson''). Să se considere apoi cazul triunghiului obtuzunghic, 


2 ABC un triunghi şi D, E, F picioarele înălțimilor. Să se arate: a) triunghiurile, 
menea cu triunghiul ABC. b) Bisectoarele triunghiului DEP 
id cu înălțimi e triunghiului ABC? 


$ 5, Poziţia relativă a două cercuri 


Fiind date două cere! (Os ra) și O(Os.ra), 0, 7 Os se pune problema dacă 
există puncte comune cercurilor şi cite sint acestea. Din ex. 3 $1 rezultă că 
două cercuri distincte nu pot avea decit cel mult două puncte comune. Stabili- 
rea exactă a numărului de puncte comune a două cercuri se face prin urmă- 
toarea teoremă: 

Tooremă. Fie cercurile €(0,, ri), 010, ra), 0, 4 0, şi d = 0,0u 

Dacă 1) d >r, + ra cercurile mu au punete comune 

2) d = rs A ra, cerearile au exact un punct comun 
3) dry ra şi d> lra—rul, cereurile au exact. două punete 
comune 
4) d = |rr— ral, cereurile au exact un punet comun 
* 5) d<ln=ral, cereurile nu au punete comune, 


Demonstraţie, 1. Presupunind că M este un punet comun celor două cercuri 
adică OM —r, și Os = ra, are loc 0,0 Ss OM + OM sau d stra 
ceoa ce contrazice ipoteza (fig. 111.34). 


2. Pe semidreapta (0,03 se construieşte punctul unic M, astfel încit O, M 
ra (fig. 114.35). Deoarece d > ru, rezultă că M E (0,0), deci OM 
=d—r, = rai aşudar aparţine celor două cercuri. Pentru orice alt punct Q, 
Q £ (0,0.) are loc inegalitatea: 040 + 040 > 0,0; = ru + ra, deci Q nu 
poate fi comun celor două cercuri. 


[3 


Vi IILaA Fig. 111.35 
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Pi e 
Fig. 1.36 Fig. 111.37 
3. Se presupune că ra > r, şi se va arăta că numerele ryrzd pot fi lungimile 
laturilor unui triunghi (fig. 111.36). Din d > jr; — ru |rezultă d >ra—r, 
adică ra <d-+k ru. Inegalitatea d <r, + ra este verificată prin ipoteză, iar 
7 <ra + drezultă din presupunerea rs > ru. Din $9 cap. II, aplicaţii, rezultă 
că există un triunghi A BC cu AB = ra, BC = ra AC = d = 0.0, (fig. 111.37). 
într-unul dir semiplanele determinate de dreapta 0;0, se construiesc semi- 
. Pa Pa = Poti 
dreptele (0,M şi (O,N ăsttel incit 00,M = CAB şi 0,0.N mm CĂ. Se no- 
tează cu P punctul de intersecţie al semidreptelor (0,M şi (O2N. AO,O,P == 
== AACB deci 0,P = ru şi OsP = ra. Fie P” simetricul lui P faţă de 0,0y. 
Atunci 0,P' = 0,P = ru, deci P şi PY aparţin cercului 0(0,, ru) şi 0,P'= 
= 04P = ra, deci P şi P' aparţin cercului 0(0;, ra). Dacă r, > ra se face un 
raţionament analog. 
4. Se presupune rs > ru deci r; =d+r, (fig. LIL. 38). Pe semidreapta 
"40,0, există punctul unice M astfel incit O,M,= ra. Atuni O, E (02M) şi 
OM = ry, deci M aparţine celor două cercuri. Să arătăm că cercurile nu au 
nici un alt punct comun. Dacă M” este diametral opus lui M în cercul O(Oyyr,), 
atunci M'O, =re+ d >r, deci pe dreapta 0,0, nu poate exista alt punct 
comun celor două cercuri. Fie P un punct pe cercul Q(0,,'r;), P e 00,: 
Atunci O, P > OP — 0,03 = ra — d = ra, deci P nu poate aparţine și cer- 
cului Q(0,, ri). 
5. Presupunind că M este un punct comun celor două cercuri (fig. 111.39), 
adică 0,M = r, şi O,M = ra, are loc 
0,0, > |OM — OM | 
sau d > |rs, —ra|, ceea ce contrazice ipoteza. 
Definiţie. Două cercuri se numesc tangente dacă au exact un punct. comun 
şi se numesc secante dacă au două puncte distincte comune. 
În teorema precedentă s-a studiat 
cazul cercurilor cu centre diferite. Dacă 
centrele a două cercuri coincid, cercu- 
! vile se vor numi concentrice. Este ușor m (io X)) 
de verificat că două cerouri:concentrice &_2 4 ă, 
sau coincid sau nu au nici un punct 
comun. Fig. 111.38 Fig. 111.39 
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Aplicaţii 


“4. Tangente dintr-un punct exterior 
__ Peoremă. Prin orice punet exterior unui cere 
trec două drepte tangente ln cere. 


Biel 1.40. re Demonstraţie. Se consideră cercul Q(0, r) şi un 
punct M € Ext (0, r). Fie 0, mijlocul segmen- 
o. 


tului (0M) şir, = 9, Deoarece 0,0 =, şi OM >r rezultă că r, ru 00, 


verifică cond e de la punctul 3 al teoremei, deci cercurile Q(0,r) şi 0(0,, 7.) 


sint socante în punctele A şi B (fig. 111.40), m(GA XX) = m(0BĂ) = 90” fiind 
înscrise in semicercurile OAM şi OB; rezultă că OA L AM şi OB _L BM, 
deci AM, şi BM, sint tangente din M la cercul Q(0, r). 

Arătaţi că nu există alte tangente din M la cercul 2(0, r)! 

2. Puţerea unui punet față de un cerc 

E ema 1. Fie cercul 2(0, r) şi M € Int 9(0. 7). Atunei pentru orice 
coardă (AB) care contine punctul WM. produsul AM - BM este constant. 

Demonstraţie. În cercul 0(0, r) se consuieră coardele (AB) şi (CD) care 
conţin punctul” M (fig. IIL.41)- AMAC = AMDB deoarece CMA ma d 


„opuse la vint) şi CAB = CDE (cuprind. acelaşi are între laturi). 
Atunci MA a AC şi MA- MB = MC: 
MD MB 

Valoarea constantă a acestui produs înmulțită cu (—1) se notează p(M) 
şi se numeşte puterea punctului M, interior cercului, faţă de cere. 

Teorema 2. Fie cercul 0(0, r) şi M E Ext 0(0, 7). Atunci pentru orice 
secantă AB, A E (0, 7), B E (0, r) care conţine punatul JM, produsul 
MA: MB este constant. 


Demonstraţie. Se consideră secantele AB şi CD care conţin punctul M 
(fig. 111.42), 4, BC, D fiind pe cercul 2(0;'7), A e (BM) şi C e (DM): 


Pi Pai Pai 
AMBC = AMDA. deoarece SME = DMĂ şi MB m MDĂ (cuprind 


e a 48 


Fig. Ia Fig. IL:42 
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e (3 
74 7 ă 
Fig. II.43 Fig II 
a : MR MD : 
celași art între laturi). At = „deci MA“ MB MC: AD, 
acelaşi art între laturi). Atunci d = 0, dec / 10: MD. 


Valvarea constantă a acestui produs se notează cu p(/) şi se numește 
puterea punctului. M,- exterior cercului, faţă de cerc. 

Se va da în continuare expresia puterii unui punct faţă de cerc cind se 
cunoaşte raza cercului r şi distanţa de la punct la centrul ului. 

a) JI E lut 00, r) (is. 111.43). Fie (EP) diametrul prin WM. Atunci 
p(4) = —ME- ME = —(r — 03 -[r + OM] = —(r — OM) = OR ri 

b) M € Est 000, r) (fig. 111.44). (EF) fiind un diametru şi [e E (MP), 
are loc: p(47) = ME: MF =[O0M —r]-[OM + r] = OM: — 

Se observă că dacă A 7 este tangentă la cerc, 7 fiind punctul de Langenţă, 
PI: = OM: — r2 = e). 


Observaţie. În mol convenţional, ducă punctul A aparţine cercului C(0. 7), pl) = n. 
1n concluzie, oricare nr Ti punctul A din planul cercului C(0, 7.) avem 


e(AD) = 04 —r 


3, Asu radicală a două cercuri 


Se cor cercuri Q(0,, ri) şi 004, 7, 0, 70. 
blema să se găsească locul geometrie al punctelor care au puteri egale faţă 
du cele două cercuri (fig. 111.45). Aceasta revine la ca punctelor M, 
pentru care 


OM — 73 = 0,2 — rg, 


se pune pro- 


Dacă ri > ra atunci se poate nota 

a: = r — 1 şi condiţia se scrie 
OM: — 0: 

Deci trebuie găsit locul geometric al 

punctelor pentru care diferența pătra- 

telor distanţelorla două puncte fixe este 

constantă. În exerciţiul recapitulativ Fig. LIL.45 
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1 — Matematică—Geomctrie şi trigonometrie cl. a IX-a 


nr. 46, cap. II s-a rezolvat această problemă şi s-a găsit că locul geometric 
este o dreaptă perpendiculară pe 0,0. 


Dreapta astfel determinată se numeşte aza radicală a cercurilor Q(0,, rn 
şi O(02, ra). 


4. Consteneţii geometrice 


Se consideră următoarele operaţii numite construcţii geometrice fundamentale: 
— trasarea unei drepte cu rigla cînd se cunosc două puncte distincte care îi aparţin; 
— determinarea punctului de intersecţie a două drepte date; 
— trasarea cu compasul a unui cerc cînd este dat centrul şi un segment a cărui 
lungime este raza; 
— determinarea punctelor de intersecţie dintre o dreaptă şi un cere; 
— determinarea punctelor de intersecţie a două cercuri. 
Prin construcţie geometrică sau construcţie cu rigla (negradată) şi compasul se va 
înţelege o succesiune de construcţii geometrice fundamentale. 
În clasele precedente s-au învăţat diferite construcţii geometrice, 
O altă construcţie geometrică, la care se aplică puterea punctului, este determinarea 
unui segment a cărui lungime este medie proporţională a două segmente date. 
Fie segmentele (AB) şi (CD) cu AB =a, CD =, 
a > b (fig. LIL.46), Să se construiască un segment de 


N, lungime Va-b. Pe segmentul (AB) se construiește 
punctul M, astfel ca AM = b. Se construiesc în conti- 
nuare punctele O,, locul segmentului (MB), şi Oa, 

2. e i (40,). Se notează cu X şi P punctele 
ale cercurilor cu centrele în O, şi O, de raze 

> OB, respectiv 04. Triunghiul ANO, este dreptunghic de 

unde rezultă că AN este tangentă la cercul (0, 0,1) 

Fig. 11.46 şi deci AN = AM: AB = ab. Analog, AP — ab. 


Exerciţii 


1. Două cercuri E(O,, ri) şi E(Oa, ra) au razele 7, = 2, ra = 3, 0,0, 
studieze poziţiile relative ale celor două cercuri după valorile lui d. 


d. Să se 


2. Se dă un cerc (0, r), r = 3, şi punctul 0, 00" = 2. Fie cercul C(O', z). Să se 
studieze poziţiile relative ale celor două cercuri după valorile lui z. 


8. Fiind date cercurile E(O,, 7), E(O,, 5) şi 0,04 
rile lui r poziţiile relative ale celor două cercuri. 


2 (r — 5), săse discule după valo- 


4. Să se arate că două cercuri tangente uu o tangentă comună în punctul comun. 


5. Să se arate că două cercuri cu interioarele disjuncte au tangente comune. 
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6. Fie cercurile £(0,, 7.) şi €(O,, r+). Să se arate că dacă există punctele A & 8(0,, ri) 
şi B& e(O,, ru) asttel încit A e Int (O, rs) şi B e Ext €(0;, ra), atunci cercurile stat 
secante. 

7. Să se arate că, dacă cercurile €(0,, ru) şi e(Os, ra) sint tangente, axa lor radicală 
este tangenta comună, iar dacă cercurile sint secante. axa lor radicală este dreapta deter- 
minată de punetele comune celor două cercuri. 

Să se construiască tangentele comune la două cercuri date. 
Să se construiască tangentele la un cerg, paralele cu o dreaptă dată. 

10*. Să se construiască cercul care trece prin două puncte date și este tangent unei 
drepte date. 

11*. Să se construiască cercul care trece prin punctele A și B şi ste tangent unui 
cere dat e(0,r). 

12*. Să se construiască un cerc care să treacă printr-un punct dat și să fie tangent la 
două drepte date. 

18. Se dă un cerc €(0, r) în care este înscris triunghiul isoscel ABC (AB) m (40). 
Prin A se duce o secantă care intersectează BC în E şi cercul în F. Să se arate că AB 
este tangentă la cercul circumscris triunghiului BEF. 

14. Se dă cercul €(0, 7) şi punctul exterior M a cărui distanţă la centrul cercului 
este 2r. Din M se duce tangenta MN la cercul E(O, r) şi se prelungeşte (MO) pină ce 
intersectează „cercul în P. Tangenta în P la cerc intersectează tangenta MN în Q. Să se 
arate că 2PQ = MO și OM = 2//8r, iar triunghiul PQN este echilateral. 

15. Fiind date punctele A, C şi B e (AC), ducem tangenta CT la cercul de diametru 
(AB). Gercul cu centrul C şi rază (CT) intersectează AB în M şi N. Să se arate că avem 
relația AM - AN = AB» AC. 

Indicaţie. Se scrie puterea punctului C faţă de cercul de diametru (AB) şi apoi 
puterea punctului A faţă de cercul cu diametru (MN) sub forma AM* AN = (AC — 
— CT): (40 +c17). 


16*. O dreaptă arbitrară d taie două cercuri în punctele A, B, C, D şi axa lor radicală 
în O. Să se arate că avem relaţiile: 


$ 6. Lungimea cercului 


Lungimea unui segment a fost considerată ca noţiune fundamentală, însă 
luncimea unui cerc sau a unui arc de cerc sint noţiuni care se definesc. 


Doliniţin, Lungimea unui cerc este un număr real pozitiv nai mare decit 
perimetrul oricărui poligon convex înscris în cero şi mai mic decit perimetrul 
oricărui poligon convex circumscris cercului. 

Admitem că orice: cerc are lungime. 


O preprietate importantă -a lungimii cercului este dată de: 


Teorema 1. Raportul dintre lungimea unui cere şi. lungimea razei ieste 
nceluşi pentru toate cercurile. 
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Exerciţii 


15. Fie za = 2, zp = 10, 26 = 16. Care dintre următoarele egalităţi sint adevărate: 
[AB = (AC, (AB = (AC, (BA = (BC, (CA = (CB; (AC = (ac? 

10. Fioza = —1, zp = 3, zc —5, ap = 8. Săscaratecă Be (AC, [BCIC(AD, 
Bel(4D, pg (CA. 

17. Sodau za = —3, zn =0, ze = 5, zp = 9. Să se afle (CA N[BDIşi [CA N (BD. 

18. Să se arate: [ABICIAR (A BD). E 

19. Dacă A B, atunci: a) (ABD (BA = (AB), b)(ALNIBA = [AB], 
c) (ABU (BA = AB. 


$ 5. Axloma de separare a planului 


Fio d o dreaptă şi A, B două puncte ale planului , nosi- 
tuate pe d. Dacă segmentul [AB] are un punct comun cu d, spunem că 
dreapta d separă punctele A şi B sau că A şi B sint de o parte şi de alta 
a dreptei d. În caz contrar se spune că A şi B sint de aceeaşi parte a lui d. 
Pe figura: 1.7 dreapta d separă punctele A şi Z, de asemenea punctele A 
şi C, dar nu separă po Ş şi C. Expresiile „d separă A şi B“ şi „d nu separă 
A şi B“ au sens numai dacă A şi B nu se află pe d. 

Admitem următoarea aziomă de separare a planului: 

3. Fio d o dreaptă ce sopară punetele A şi B. Dacă d na sopară punctele 
B şi C, atunei d separă A şi C (fig. 1.7). 


Observaţie. Pentru puncte coliniare A, P, C afirmaţia S faco parte din teorema 2 
do Ia $ 4 (punctul 5). Așadar este suficient să se considere în axiomă numai puncte 
necoliniare. Sub această formă mai slabă axioma S se numeşte azioma lui Paseh. 
Pentru a simplifica roferirilo, am cuprins în axiomă ambele situaţii. 


Exerciţii 


1». Oricare ar fi dreapta d şi punctul A nesituat pe d, arătaţi că există un punct 
Be P — d astfel ca d si nu separe A,şi B şi există un punct C astfel ca d sii 
sopare A şi C. 

Rezoloare. Luim un punct P pe dreapta d. Ştim că există 2 şi C astfel ca A e (PB) 
şi Pe (CA) ($ 4, teorema 2,3). Atunci d nu separă pe A, Z şi separă pe A, C. 

3. Dacă dreapta d nu separă A şi E şi nici E şi C, 
atunci d nu separă punctele A şi C. 


Rezolvare. Într-adevăr, în caz contrar d ar separa A şi 
C şi atunci din axioma S ar rezulta că d separă A şi B 
(căci nu separă C şi B), în contradicţie cu ipoteza. 

Teorema 1, Daci o dreaptă d separă atit 
punctele B şi A cit şi punetelo A şi C, atunci d 
Fig. 1.3 nu separă B şi C (fig. 1.7) 
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Vom accepta fără demonstraţie aeeastă teoremă intrucit necesiță cunoş- 
„tinţe suplimentare. 


Numărul care reprezintă raportul dintre lungimea unui cerc oarecare și 
lungimea diametrului său se notează .cu z. Acesta este un număr irațional 
şi o aproximare a 'sa este n = 3,1415. 

Cu această notație rezultă că lungimea unui cere (0, r) notată lerm. este: 


loere = 277. 
Pentru a defini luigimea unui arc al unui cere (0, 7) se poate proceda 
în mod analog considerindu-se linii poligonale inscrise în cerc şi avind aceleaşi 


extremităţi cu arcul. 


Calcularea Iugimii unui are se face ținind cont de faptul că arcele congruente a 
lungimi egale și dacă un are este rei două arce care au un singur punct comun, 
atunci lungimea sa este suma lungimilor celor două dr est mod va rezulta (prin 


analogie vu demonstraţia teoremei lui 'Thales) că 
a 180 2 
a) lungimea unui are AF pentru ce — pn e N* este 
n 
4 SE 
ET Ti 
b) ducă m (A a e [0,180], atunci = = 2, 
) dură m ) 1, 23 137 
e) Ingimea unui ari E pentru care m(AZ) — 3000 — ae este 
TR Sp = -a 60 — a). 
IT 10 180 A 
Asie, nă: 
i 
corema 2, Pentru orice are A, = m(A 2) 


1 această teoremă rezultă că raportul dintre lungimea unui arc și raza 
cercului nu depinde decit de măsura arcului respectiv. Aceasta face posibilă 
introducerea unei noi măsuri pentru arce şi unghiuri. 


tului O(0, 7), notată u(ÂB) 


Deliniţie. Măsura în radiani a unui arc AB al 


este 


Fu. E) 
= 15 = e m(4B 
Măsura în radiani a unui unghi Îă este lungimea arcului de pe cercul de 
rază 1 şi cu centrul în virful unghiului, aparținind interiorului unghiului 
Se observă că, de fapt, măsura în radiani a unui unghi este măsura în 
radiani a unui are de pe un cere de rază 7 cu centrul în virtul unghiului, apar- 


ţinind interiorului unghiului. Reamintim că măsura notată m(fA) este măsura 
în grade a unghiului. 
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Exerciţii 


1. Să se afle măsura în radiani a unghiurilor de 30%, 45%, 205, 125, 135%. 

2. Să se calculeze o valoare aproximativă a lui x cu ajutorul unui octogon regulat 
inscris. într-un cerc. 

3. Fie cercurile E(O,, ru) şi C(0,, r.) si patrulalerele convexe ABC, AseCaDa 
inscrise respectiv în cercurile E(0,, 7.) şi C(Os, ra). Să se arate că dacă patrulaterele sint, 
asemenea, atunci 


Perimetrul _A,B4C,D, _ Perimetrul _A 


Lui ra 


4. Să se afle lungimea unui arc cuprins între laturile unui unghi la centru cu misura 
de 1 radian şi măsura în grade a acestui unghi. (Se consideră cercul de rază 1.) 

5. Fie cercurile €(0,, ru), €(0:, ra) pentru care 0,0, = 2, ri 1 = VI 
Sa se arate că sint secante şi să se afle perimetrul figurii formate din cele două arce mici 
determinate de punctele comune celor două cercuri. 

6. Fie (AB) un diametru al cereulmi E(O, r)şiA7, N două puncte distincte, Me(A4B), 
N e (AB) şi cercurile C(M, ri), €(0, ri), E(A, ri), asttel incit perechile de cercuri 
e(M, ru), €(0, 7.) şi E(0, ri), C(A, ru) să fie tangente exterioare, iar cercurile C(M, ri) şi 
E(N, 7.) să fie tangente interior cu cercul E(O, 7). Să se calculeze şuma lungimilor cercurilor 
C(M, ri), E(0, ri), E(X, ra) în tuncţie de r. Generalizare. 


Exerciţii recapitulative 


1. Să se arute că lungimea segmentului determinat de punctele de tungenţă pe tangi 
comună la două cercuri tangente exterioare este media geomelrică a diametrelor celor două 
cercuri. 


„2. Să se calculeze raza cercului circumscris unui triungi 
AC = 20, BC = 24. 
8». Distanţa de la un punct ourecare al unui cerc la o coardă dată este mediu eome- 
tică-a distanțelor de la același punct la tangentele duse la cere prin extremităţile coardei. 
4. Fie două puncte fixe A, B situate pe diametrul unui semicerc şi egul depărtate de 
centru, iar A/ şi N două puncte variabile pe semicere, astfel ca AA || BX. Să se demon- 
streze că produsul AM + BN este constant. 


isoscel ABC, în care AB = 


5. Fie 77 ortocentrul unui triunghi ABC, îar A”, B, C? picioarele înălțimilor. Să se 
arate că: HA HA” = IB- HB" = HC* 

6. Pe laturile unui hexagon regulat se construiesc în exterior pătrate care au cite o 
latură comună cu hexagonul. Să se arate că virturile acestor pătrate, diferite de virturile 


hexagonului, formează un dodecagon regulat. 
7. Dacă trei cercuri sint două cite două tangente exterioare, care este raportul îulro 


a 
suma lungimilor acestor cercuri și perimetrul triunghiului format de centrele lor? 

8. Considerăm trapezul ABCD cu laturile paralele (AB) şi (CD); fie E 
dreptei AD cu cercul circumscris triunghiului BCD şi F intersecţia dreptei AD cu p 
din C la BE. Presupunind că D e (AF), să se arate că 

1) Patrulaterul ABC este inscriplibil 

2) BC este medie geometrică între AD şi EF. 

9. Se dau cercuri 2(0,, ri) şi E(Ox, ru) tangente exterioare. Prin punctul lor comun de 
tangenţă 7 se duc două drepte arbitrare ATE şi DTB cure intersectează cercul C(O;, ra) 
în A şi D şi cercul C(O;, ra) în C şi B. Să se arate că patrulaterul 4 PCD este un trapez 
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10+. Se dă triunghiul ABC înscris în cercul €(0, r),-O e Int ABC; se duce înălțimea 
AD şi diametrul prin A. Se proiectează virfurile B şi C pe acest diametru în £ şi P şi 


se intersectează DE și DP cu AC şi AB, respectiv, în G şi H, Să se demonstreze că purictele 
A, H, D, G sint concielice. 


11. Fie cercurile €(0,, ru), E(Ozyra) secante în A şi B. Prin punctele A şi B se duc două 
secante paralele CAD şi EBF care intersectează cele două cercuri, respectiv, în punctele 
C, D şi E, F. Să se demonstreze că patrulaterul CDPE este paralelogram. 


12. Se dau două cercuri €(0,, r,) şi E(0,, ra), cercul E(O,, ra) trecînd prin centrul 0,. 
'Tangentele comune la aceste cercuri au punctele de contact cu cercul C(O,, ra) în A şi 1, 
Să se demonstreze că dreapta AB este tangentă cercului E(0,, ri). 

13. Se consideră două cercuri E(O,, rs), şi (04, ra) tangente exterioare în punctul 7. 
'Tangenta exterioară comună AJ se intersectează cu tangenta în la cele două cercuri 
în punctul C, iar cu linia centrelor 0,0, în punctul M. 

1) Să se calculeze lungimea segmentelor (4 2) şi (TC) în tunoţie do r, şi ra. 

2) Să se arate că dreptele AT şi BT sint perpendiculare. 


3) Să se calculeze lungimea segmentului (M0,) şi măsura unghiului GAZĂ în cazul 
particular ri = a, ra = 3a. 


Capitolul 


IV 
Elemente de geometrie analitică 


$ 1. Coordonate în plan 


Alegem în plan dreptele perpendiculare OA şi OB, OA =1, 0B =1 
(tig. IV. 4) şi considerăm cite un sistem de coordonate pe OA, respectiv, OB 
asttel ca zo = 0, za> 0 şi yo = 0, yp> 0 (notăm coordonatele pe OA cu z 
şi pe OB cu y). Cum OA = 1,0B = 1, rezultă za =1, yp = 1. Dacă P este 
un punct din plan, există o singură dreaptă paralelă cu OB care conţine 
punctul P şi care intersectează dreapta OA în M. De asemenea, există o 
singură dreaptă paralelă cu OA, care conţine punctul P şi care intersectează 
pe OB în N. Dacă z = zu şi y = ym atunci punctului P i se asociază în 
acest fel o pereche ordonată unică de numere reale (z, 4). Numărul z se 
numește abscisa punctului P, iar numărul y se numeşte ordonata lui P. Axa 
OA o numim aza absciselor, iar axa OB aza ordonatelor. 

Fiind date numerele reale z şi , conform axiomei riglei numărului z i șe 
asociază un punct unic M pe OA cu zu — şi numărului y i se asociază un 
singur punct N pe OBcu yy = y. Ducind 
prin M o paralelă la OB şi prin N o paralelă 
la OA, cele două paralele se intersectează în 
punctul unic P. În acest fel, perechii de numere 
reale (z, 7) i se asociază punctul unic P. 

Constatăm deci că există o funcţie bijeotivă 
definită pe mulţimea punctelor planului şi cu 
valori în R x R, care asociază fiecărui punct P 
din plan o pereche ordonată de numere reale 
(z, 9). 

Funcţia destrisă mai sus ne defineşte 
aşa-numitul sistem de coordonate în. plan. 

Punctele 0, A, B determină sistemul de 
coordonate în mod unic. Tripletul ordonat Fig. IV.1 
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(0, A, B) se numeşte reperul sistemului de coordonate. Reperul determină. în 
mod unic sistemul de coordonate. 

Fie A”, B' cite un punct pe semidreptele opuse lui (04, respectiv, (08. 

Pi > im 

Mulţimile de puncte Int A0X, Int BOX”, Int AO, Int FOX 
pectiv, cadranele 1, 1, IL, IV. 

(7, y) E Cadranului le z >0 şi y>0, 

(z, y) € Cadranului Il z <0 şi y >0, 

(7, y) E Cadranului III ez <0 şi y <0, 

(7, 9) E Cadranului IV az >0 şi y<0. 

Exemplu. Pe figura IV. 2 avem A(1, 0), 20, 1), A"(—1,0), B'(0, —1), Ca, 2), 
D(—2, 3). Bio, —3), F(—2, —1), G(2, —1). 


A se numesc, res- 


Exerciţii 


1. Figuraţi punctele M(3, 5), V(—1, 4), P(2, —2), 040, 4), R(—6, 0). 
2. Aflaţi locul geometric al punctelor Alz, 2), cînd ia. toate valorile din R. 
3. Aflaţi locul geometric al punctelor care au abscisa egală cu 5. 


Teorema 1. Fie M(z vi) şi N(ra da) două puncte date şi P(z, ) 
mijlocul segmentului (MA). Atunci coordonatele lui P se caleulează, din 
tormulelo 


(4) a 


zu k za 


Demonstraţie. Dacă zi = za evident z = z, = . Fie zi a, şi 


Mu Nu Pa proiecţiile pe axa absciselor a punctelor M, N, P (fig. IV.3). 


[n PE i 
' 
d 2 =0 
i i 
| 718 ' 

7 0 e 2807 i 

i ae) ET 2 e 

It JE ! 
a FI 

-2 

le 

Fig. IV.2 Fig. IV.3 
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Proprietatea liniei mijlocii în trapez ne arată că P, este mijlocul lui (A7,N,) 
şi prima formulă (1) rezultă din teorema 4, Cap. |. $ 8. Analog se arată şi 
a doua formulă. 


Exerciţii 


4. Să se afle coordonatele mijlocului segmentului (CD), știind că C(4, 6), D(5 

5. Fie M(2, —1) şi (4, 3): Să se alle coordonatele simelricelor lui A faţă de originea 
O şi taţă de punctul N. Să se arate că abscisele şi ordonatele a două puncte simetrice faţă 
de originea O a axelor de coordonate sint numere opuse. 


Teorema 2. Distanţa dintre punetele M(z, i) şi N(za, Va) este anti 


MN = Vaz 


m. 

Demonstraţie. Fie M,, N, şi Ma Na proiecţiile punctelor J/ şi N pe cele 
două axe de coordonate (fig. 1V.4) şi 40) = MMaN NN. Dacă zi = Ta 
atunci dreptele MN şi OB sint paralele şi |, — z,| = 0. În acest caz, for- 
mula rezultă astfel: 

MN = la — ml = Va = V Ga zar (e 

Cazul ya = y, se demonstrează în mod analog. 

Să presupunem că zi F za şi Vi 4 Ve: Triunghiul MNO (fig. IV.4) este 
dreptunghic în Q şi MO = | za — za | ON = MaNe — la =. Conform 
teoremei lui Pitagora, MN? = MQ? + ON2 = | zar + lam şi 
formula (2) rezultă imediat. 

Dxemple. 1. Aflaţi distanţa dintre punctele M(a +2, b — 3) şi N(a — 
—5, 8+7). 

Soluţie. Aplicind formula demonstrată, rezultă: 

MN: = (a—5—a—2)24+ (04+7—b +4 3) = 149. 
Deci MN = V/149. A 

2. Să se arate că triunghiul cu virturile în punctele M(a, 2a — 1), N, 
— 1) şi PU, 1) este dreptunghic în P, oricare ar fi numărul real ax. 


Soluţie. Se calculează lungimile laturilor: 
PM= Via Ga — 2 = 
= |a—11V/5, PN=2V/5 şi 
MN = Via —5F+ Ca): 
— Va 
Deoarece PM: + PN? — 5a: — 10a + 
+ 25 = MN?,. conform ri i i 
jui Pitagora, triunghiul este dreptunghic. 
oricare ar fi valorile lui a, a 7 1. În cazul 


cind a = 4, punctele P şi M coincid şi nu 
există triunghiul. 
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Exerciţii 
6. Aflaţi distanţa dintre punctele: 
a) M(—2, 7) şi N(5, —2); b) e =, 2) şi (5, 2 


c) S(—2/5, —4/'5) şi (6/5 2y/5); 
d) P(a,5 + 1) şi Ola — 8,5). 
7. St se determine z ştiind că distanţa dintre punctele P(—5, 2) şi Q(7, z) este 13. 


8. Să se arate că triunghiul cu virturile în punctele M(1, 2), N(3, —4), şi P(5. —2) 
este dreptunghic. 
9. Să se arate că triunghiul cu vieturile în punctele: M(1, 2), W(4, 5), P(a,6 —a) 


este isoscel, oricare ar [ia numărul real, a s Z. 


10. Sa se arate că patrulaterul cu virfurile în punctele M (1,5), w(2. E aan) PQ,3), 
o(2. 3) este dreptunghi. 
ne ioalie: Se arată că laturile opuse sint congruente şi că diagonalele sint şi ele con- 
muente. 
şi 3. (Condiţia de perpenditalaritate.) Fie Pu(zo, vw) punctul 


o al dreptelor d şi de iar Pu(zi, di) şi Pa(za va) cîte an punct 
po d,, respectiv, da, diterite de P, (fig. 1V.5). Atuuci d, _L d, dacă şi numai dacă 


(3 (zi — to) (Za — 20) + (i — ya) 4; Yo) = 0. 
CA „Demonstraţie. Avem d, L d; e PPP, 
triunghi dreptunghic «e PP? + PPI = 
7 = P,P3, ceea ce se scrie conform cu (2) 
sub forma 


E 


(2 — 20) 4 (i — vot (za — o + 
+ (a — o = (za — 2) + (ya — pu? 
Fig. IV.5 efeotuind caloulale, se obţine relaţia (3). 


Exercişii 


11. Să se arate că triunghiul cu virturile M(1, 2), N(6, —1) şi P(5, —2) ese ărept- 
unghit. 

19. Fia M(2, 3), N(3, 2). Să'se afle punctul P(z,'0), ştiind că MP | MN. 

18. Fie M(1, 3), N(—38, 5). Să se alle intersecţia axei ordonatelor cu mediatoarea 
segmentului (MN). 


$ 2. Ecuația dreptei 


Problema 1. Se dau punctele P(3,1), P,(5,2) şi se notează cu d perpen- 
diculara pe PP, dusă prin. P, (fig. IV.6). Ce condiţie trebuie să verilice 
2 şi y pentru ca punctul P(z, y) să [ie situat pe dreapta d? 
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Soluţie. Să ne ocupăm mai întii de pune- 
tele P, PP, Atunci PEde PIPzL 
1. P,P şi putem aplica teorema 3, $ 1: PE 3 
Edo (6—3)(z—9+Q2—by—D= 
= 0 <a 2(z — 3) + (y — 1) = 0. Aşadar un 
punct P(z,y), diferit de P4(3, 1) atunci şi 7 
numai atunci se află pe dreapta d dacă 


(4) 2z+y—7=0. 


[2 
Deoarece și coordonatele lui P, verifică | 
această ecuaţie, am aflat soluţia problemei: Fig. IV.6 
6) P(z, pedae2z+y—7=0. 

Echivalenţa (5) poate fi citită în mai multe feluri, de exemplu: 

a) P(z, y) Ed dacă şi numai dacă 2z4+7y—7=0. 

b) Coordonatele z, y ale unui punct aparţinind dreptei d satisfac ecuaţia 
(4), iar cele ale unui punct nesituat pe d nu o satisfac, 

Putem să scriem 


= (Pl, pI2z+y—7=0), 
adică dreapta d este locul geometric al punctelor din plan ale căror coordo- 
nate verifică ecuaţia 22 + y —7.=0. 

Dofiniţie. Fie „e un loe geometric. O relaţie în z şi y, care este satisfăcută 
dacă şi numai dacă P(z, ) € £, se numeşte ecuația lui „£, iar „ se numește 
graficul ecuaţiei respective. 

Echivalenţa (5) arată că ecuaţia lui d este 22 -+- y — 7 
ţiei (4) este dreapta d. 

Problema 2. Să se afle ecuaţia cercului Q(0, 1) (fig. IV. 7). 

Soluţie: Deoarece P(z, y) E 00, 1)=0P=1 și 0P => 
= Va 07 (90, găsim imediat: 

P(z, y) ce, Mezi+yp=1. 
Aşadar ecuaţia cercului 2 (0,1) este 
(6) mr pet. 


Spre deosebire de acest rezultat, dreapta din 
problema 1 are o ecuâţie de gradul 1 în 2 şi 
(ecuaţie liniară). Vom arăta că acelaşi lucru este 
valabil pentru o dreaptă oarecare. 

Weoroma 1. Orice dreaptă are o couaţie 
de torma 


0. Graficul ecua- 


[A] az + by+e=0, 
ande a și b nu sint ambele nule. 
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Demonstraţie. Fie do dreaptă și Piz 
wW) € d. Luăm un punct Pa(za, 2) e Pa, apar- 
ținind perpendicularei pe d, dusă prin P, 
(fig. IV. 8). Atunci numerele zp — z, Și ya — 
— m nu sint ambele nule. Un punct P(x, y) 4 
z P, se găseşte pe d dacă și numai dacă 
P,Pa L PP, ceea ce conform teoremei 3, $ 1 
se scrie 


Fig. IV.8 (8) (22 — z(z — 20 + (2 — Vdy = pa) =0. 


Deoarece relaţia (8) este verificată şi de Pu(z,, 7), ea este ecuaţia dreptei d. 
Dacă notăm ze — zi =a, pe Sb şi — az, — by, =, obţinem 
ecuaţia (7). 


Yi) şi Palza, we) şi dacă P, 
plei d este de forma (8). 


Observaţie. Dacă so cunosc două punete distincte Pu( 
este situat pe o dreaptă d, iar PP, Ld, atunci ecuaţiă 


Demonstrăm reciproca teoremei 1. 


Teorema iraticul unei ecuaţii de forma (7), unde a, kb nu sint ambele 


ule, este o drenptă, 


Demonstraţie. Putem 


i numere reale za, wi care satisfac ecuaţia (7). 
em lua pp, arbitrar şi ay = —0Y:F€; dacă 


Într-adevăr, dacă a 4 0 pu 


a 
a 0 Imâm ri în mod arbitrar și pp, = — %. În toate cazurile avem az, + 
+ bmp +e=0, deci 

(4) — az, —bpw=e . 


Dacă punctul P, are coordonatele (7, yu) determinate în acest fel, fie 
Pater + a wi + b) (fig. IV.9). Atunci ecuaţia perpendicularei d pe P, Pa, 
dusă prin P, are, conform observaţiei, următoarea formă: 


(uk a — ze — 7) + (m+b—y)(y— wi) =0 
sau 

ax + by — az, — by, =0 
şi în virtutea lui (9) 

ar +byţte= 

Astfel am pus în evidenţă o dreaptă d a cărei 
ecuaţie este tocmai (7): şi teorema este demon- 
strată. 
azuri speciale. 1) În ecuaţia (8) putem avea 
Za = Ta; atunci pi F Vs (căci P, i P3). În acest Fig IV.9 
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caz P,P2 OB (lig. IV.10) şi d ||OA, iar ecuaţia 
(8) se reduce la y = y,. Prin urmare, ecuaţia unei 
drepte paralele cu axa absciselor este 
(0) ym 
şi în particular axa absciselor are ecuaţia 7 = 0. 
2) Analog, o dreaptă paralelă cu axa ordona- 
telor are o ecuaţie de forma 
[9] z=z 
(fig. IV. 44)- şi ecuaţia axei ordonatelor este 
z= 
3) Dacă dreapta d trece prin originea O(0, 0) (fig. IV. 12) în ecuaţia (8), 
avem z, =0, y, =0, deci conform cu (7), c= 0. Ecuația lui d se serie în 
acest caz 


(12) az + by 


Fig. IVA Fig. IV.12 


Exercitii 


14. Să se reprezinte grafic ecuaţiile 


a) 22 —3y=1; b2z=3 c) 5y—4=0; 
d) 3z—y=0. 
15. Să se determine. şi b astfel ca punctele P,(2, 3) şi Pa(1, —5) să fie situate pe 


dreapta de ecuaţie:3z — ay — b = 0. 

16. Fie P, punctul de abscisă 5 al dreplei d de ecuaţie 2z — 3y = 7. Să se determine 
ecuaţia dreptei d” perpendiculară pe d în Pa. 

Sotuţie. Din P, e d, rezultă 2: 5 — 3y = 7, deci y = 1 şi Pu(5, 1). Pentru a scrie 
ecuaţia dreptei d” | d mai avem nevoie de un punct Ps al dreptei d diterit de Pu. Din 
ecuaţia dreptei d pentru z = 8, de exemplu, se obţine y = 3 şi Pa(8, 3). Beuaţia dreptei 
d”, contorm formulei (8).este 3z ++ 2y — 17 = 0. 


17. Fiez — 2y = 5 ecuaţia dreptei P,Pe, unde P,(2, 1) şi Pa(z+, 3). Să se scrie ecuaţia 
dreptei perpendiculare pe dreapta P, Ps în Pa. 
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$ 3. Coeficientul unghiular al dreptei 


cu axa ordonutelor se 


Teorema 1. Ecuația unei drepte d neparalel 
ponte serie sub forma 
(3) y = m + n 


Demonstraţie. Ecuația dreptei d este o ecuaţie liniară în z şi 7 de forma (7). 
Deoarece d nu este paralelă cu axa ordonatelor, b z 0. Așadar ecuaţia (7) 


este echivalentă cu y = => cari Punind m = — ? şin=— a ecu- 


aţia obţinută are forma (13). 


'Poorema 2. Dacă d este gralicul ee 
şi Pula va) sînt două punete distinete pe d 


iei y = mz + n, înr Pur vi) 
atunci 


wm 


(14) m = 


Demonstraţie. Într-adevăr, deoarece P, şi P, sint puncte pe d, avem 
Vaman şi pm. Aşadar ya —y, = m(za— 2). Dreapta 
d nefiind paralelă cu axa ordonatelor, za 7 z, şi impărţind cu za — z, 7 0, 
rezultă formula (14). 

Coeticienţii a, d, c în ecuaţia (7) nu sînt determinaţi în mod unic, cind 
dreapta d este dată. Putem, de exemplu, să inmulțim ambii membri ai ecua- 
ției (4) cu un factor nenul şi atunci a, b, c se schimbă. 

Alta este situaţia în cazul ecuaţiei (13). 

Coeficientul m este determinat în mod unic cînd dreapta d este dată. Într-ade- 
văr, dacă avem pentru d şi ecuaţia y — m'z + n', din formula (14) rezultă 


Numărul m se numeşte panta sau coeficientul unghiular al dreptei d. 


Observaţie. O dreaptă paralelă cu axa ordonatelor nu are coeficient unghiular, iar 
dreptele paralele cu axa absciselor au coeficientul unghiular egal cu zero. 
Pooroma 3. Fie d şi d' drepte neparatelo cu axele de coordonate, ue 
icienţi unghiulari m, respectiv, m”, Dreptele d şi d' sînt perpendiculare daci 
numai dacă 


şi 
(15) m" = 


Demonstraţie. Dacă Po(zo yo) E d d, Piz W) Ed şi Piz vw) ed 
sint puncte distincte, atunci z, 3 zo, Ze 1 2 şi conform teoremei 3, $1, 
dd dacă şi numai dacă 

4 SE 23 


za 
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Intersecţia a două drepte. Fie dreptele d şi d' de ecuaţii 

d) y=mz+n 

d) y 
Punctul lor de intersecţie P(zo, Yo), dacă există, satisface, ambele ecuaţii, 
deci se obţine prin rezolvarea acestui sistem de ecuaţii. Avem 
(16) (m — m)zo+n—n'=0. 

1) Dacă m m', obţinem 


m'z +. 


şi cele două drepte sint secante. 


2) Dacă m= m, npn', ecuaţia (16) devine 0:z=r'— 
are soluţie. În acest caz d || d. 


care nu 


3) Dacă m = m', n = m', ecuaţia (16) devine O: z = 0, care este veri- 
ficată de orice z E R. Evident d=d. 


Exerciţii 
18. SA se serie ecuaţia dreptei determinată de punctele P(1, —1) şi Pa(—8, —5). 


Soluţie, Deoarece P,Pa nu este paralelă cu axa ordonatelor are ecuaţia de forma 
y — ma + n (teorema 1). Din Pa e PaPaşi Ps e PaPm rezultă — 1 — m- 1 + nși —d = 


= m* (—3) + n. Rezolvind sistemul format cu aceste două ecuaţii, se obține 
m = 2 şin= -Â. deci ecuaţia dreptei P,Pa este z — 2y —3=0. 


19. SR se scrie ecuaţia dreptei care conţine punctul M(1, —5) şi care este paralelă cu 
dreapta de ecuaţie 5z + 2y —1 = 0. 


20. Să se arate că punctele M(1, 2), N(—5, 7) şi P(—1, 2) nu sint coliniare, 


Indicaţie. Se scrie ecuaţia dreptei determinată de două din aceste puncte şi 
că nu este verificată de coordonatele celui de-al treilea punct. 


si. Sint colintars purictele M(1, 1), N(—5, 5), 2 (o. = 


20. Să se serie ecuaţia dreptei care conţine punctul M(—1, 3) şi care este perpendi 
culară pe dreapta 3z— 5y = 0. 


23. SA se riotermine numerele reale a şi b, astfel ca dreapta az -+- by — 1 == 0 să con- 

țină punctul P(2, 1) şi să fie perpendiculară pe dreapta az + y — 5 = 

24. Fie punctele Py(2, a + 1); Ps(0,1 — a), Pal — 2a, 3) şi Pa(1 + 2a, — 1). Să se 
arate că dreptele P, Pa şi PsP, sint perpendiculare, oricare ar fi numărul real a. ' 

25. Sa se arate că punctele P,(a, 2a +- 3), Pa(1 + a, 2a + 5), Pa(b, 20 — 5) şi Pa(1 + 
+ b, 2b — 3) sint virtarile unui paralelogram. 

Imdicație. Se arată, de exemplu, că sogmentele (P,P4) şi (PP sint paralele și au 
acecuși lungime. 

26. Sa se urate că ecuaţia unei drepte care conţine punctul P,(z,, v,) şi care aro coefi- 
cientul unghiular m este 

y—wm=mz-—a) 


Mi 


Soluţie. Se serie că Pu(zu, y,) verifică ecuaţia (13). deci VS ma + n. De aici se 
exprimă n şi se înlocuieşte în (13). 
27. Fie Palzu, i), Paza. ve), za F za. Să se arate că ecuaţia lui P,P, este 


28. Fie Pula, 0), a 0 şi Pa(0, d), d 4 0. Să se arate că ecuaţia dreptei PP, este 


Luri. De ce?) 


EX —1=0. (Se numește ecuaţia dreptei dată prin 
a 


$ 4. Funcţiile sin şi cos definite pe intervalul [0, =] 


st paragraf vom introduce funcţiile sin şi cos definite pe [0, 7]. 
Funcţiile sin şi cos, definite pe R, vor fi studiate în capitolul următor, Studiul 
lor ya face obiectul trigonometriei. 

Termenul trigonometrie provine de la cuvintele greceşti trigon „triunghit: 
şi melron „măsură“. Pentru a stabili poziţia corpurilor cereşti grecii antici au 
descoperit relaţii intre măsurile laturilor şi măsurile unghiurilor triunghiurilor 


sferice. 
"Deliniţii, Să considerăm în plan un sistem de coordonate, reperul ales 
fiind (0, A, B). Notăm cu S mulţimea punctelor din plan de ordonată y > 0. 
Punctele A(1,0), B(0,1), A"(—1, 0) se găsesc pe cercul C = O (0, 1) de centru 
O şi rază | numit cere unitate. Notăm cu s semicercul SNC. 
Fie numărul £ € [0, n]. Pe sămicercul ș există un singur punct M (fig. IV.13), 


astfel ca u(4Â0J) = t (rezultă din axioma de construcţie a unghiurilor). 
Am delinit astfel o funcţie care asociază fiecărui nuniăr real / € [0, sl un 


ă Pia y = 
punct at semicercului s; Numărul O este asociat cu punctul A, numărul cu 


punctul B, numărul z cu punctul A' şi aşa mai departe. Dacă (z, y) sint 
coordonatele punctului M, prin această funcţie, fiecare număr real £ € (0, x] 
este asociat cu o pereche ordonată de numere reale (z, 7). 

Este util să se considere separat coor— 
donatele z şi y ale punctului M şi să definim 
două funcţii, una numită „cosinus“ şi alta 
numită „sinus“, notate prescurtat prin cos 
şi sin Aceste două funcţii sint cos: (0, n] — 
= BR, cos t=z şi sin: (0, 2]— BR, sin L= 
= y, unde (z, 7) sint coordonatele punctu- 
lui M € s, asociat cu numărul real /€ 
Fig. IV.13 [0, zl. 
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ervine cercul umila 
teaci vonsilerinul două cercu 
proierţia lui A pe OA. figura IV-A 
ne definite pe intervalul real 0, 


1 și 
unghiurile 
nt vongruente). 


În definiţia funcţiilor cos și 
sin r nu depind de a 
respective OMA, unde A es 
Așadar funcţiile ni 


os şi sin 


eva valori particulare ale acestor funcţii sint: 


dis 


cos 0=—1, cos E =—0, cos 


sin 0=0, sin” —1, sinz 0. 


nulează numai 


Funcţia cos se = deoarece pes nu există, în afară de B, 


in se unulează numi 


alte punete care au abscisa 0. De asemenea, funcţia 

in 0 
Cu ajutorul funcţiilor cos 

şi „cotangentă“, notate pres 


m. 


ses Funcţiile numite „tangentă“ 
ct. Aceste funeţii sint: 


A =] SR cp Sa 


2 cus i 
şi 
ctg: (0, 2) = Re ctg e Pt, 
Sine 
. 7 nu este definit, 1 % — 0 și ctg 0 nu este 
i — 0, ctg — nu există. 3 


De menţionat este faptul că semicereul s este mulţimea punctelor M(cus 7 


Ș ps zidi 
sin î), LE[O, x], unde r= u(A0Â7) lunzimea arcului mics AM. 

Deoarece nbscisele acestor puncte sint cuprinse în intervalul [1 1], 
iar ordonatele în intervalul [0, 1], putem serie 


—1scostsişi0s 


oricare ar fi t E [0, x]. 
După cadranul in care este situat punctul MM se poate stabili semnul 


funcţiei cos: dacă / € [o ] cost 30, înr dacă te (5 & =]. cos (<0. 


Se constată uşor că funcţiile tg şi ete au ucelaşi semn cu funcţia cos, devurece 
funcţia sin are numai valori numerice pozitive. 

Funcţia cos : [0, z] =[ 1. 1] este bijectivă. Într-adevăr, numere dis- 
tincte din (0, x] sint asociate cu punctele de pe s de abscise distincte, devi cos 
este injectivă. Funcţia este şi surjectivă pentru că, oricare ar fi z E [-—1, 1], 
există 1 € [0, ], asttel ca z = cos r 
pe axa OA există un punct de abscisă z și, ducind prin acest punct o par 
lelă la axa ordonatelor, aceasta intersectează semicereul s în J/, ubseisa acestui 


punct fiind z = cost unde 1 = u(40D)- 


Într-adevăr, oricare ar fi z E[—1, 1], 
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Vom nota (cos 12 cu costi, (sin 2), cu sin?e ete. Deoarece OJ —1, 
unde M(cos î, sin 1), rezultă 


[EA) cost + sint — 1, Vr E[0, zl. 
Dacă m(iă) = a? = prod, fără să se producă confuzii sc fac convențiile de 
notații. 
; ) Da i 
sin B = sin a = sin J&, cosB = cosa — cosf ete. 


De exemplu: sin £ = sin 90 — sin (5) = 4, 
cos (2 
Li 

Folosind anumite proprietăţi geometrice, se pot calcula unele valori ale 
funcţiilor introduse. 

Exemplu. Fie M punctul de intersecţie al semicercului s cu dreapta de 
ecuaţie 3z ++ 4y = 0. Să se calculez sina, cosa, tga şi ctga, unde 
a = u(40). 

Soluţie. Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Deoari 
lui M verifică ecuaţia 3z ++ 4y = 0, numerele cos a şi sin a se obțin rezolvind 
sistemul 


cos = = cos.45 


coordonatele 


cos? a + sin?a = 1 
3Bcosa+4 sina =—0 
a 


inind seama de faptul că sin a > 0, rezultă cos a — — 4; sina — 2 


3 4 
tpa = — Ie otga = — 2. 


29. Notăm cu M punctul de intersecţie al dreptei de ecuaţie 2 — try — 0 cu soini- 
cercul s. Dacă 4 — ui (40Ă%), să se calculeze numerele cos +, sin , tz, cig e 


30. Dacă cosa = — 2, să se calculeze sin a, tga, ctga. 
91. Dacă tga = — sase calculeze sina, cos a, ctga. 


Unele valori ale funcţiilor sin, cos, tg, ctg. Valorile acestor luncţii sint 
trecute în tabele speciale, intilnite în clasele anterioare. Unele valori pot fi 
determinate fără a utiliza aceste tabele. 


1. 1= E. Punctul M (cos E, sin 2) este situat atit pe semicercul s, 


cit şi pe bisectoarea unghiul A0B (fig. IV.14). Deci cos £ — sin î- „Dacă 
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Fig. IV.A4 Fig. IV45 


cos E = sin E = 2, din OM = 4, rezultă z? + z? = 1 sau z? = E Deoarece 


z > 0 (punctul M este în cadranul întii), se obţine cos 3 = sin 3 Csi 
tg E ctg =1. 
2. = 2. Fie M (cos £, din E). Triunghiul AOM este echilateral 


(fig. IV.15). Insearână că AM = OA = 4. Conform formulei (2), din AM — 1 
şi A, 0), rezultă (cos 2 — 1) i (sin? = o) =1 sau cost + sin? E — 


— 2 cos 2 + 4 — 4. Ținind seama de egalitatea (17), se obține cos 7 


: a = 3 
sin WE, te =Vă ctg 3 VE. 


n a NEL 
3. t= 7. Dacă M (cos 3 sin =), triunghiul BOM (fig. 1V.46) este 


echilateral, deci MB =0B =1. 
In mod analog se obţine 


41-10) 


Fig. IV.16 
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Teoremă. Dacă a, bE(0, 


a > b, atunci 
(16) cos (a b)=cosa cosb + sina sinb. 


Demonstraţie. Fie M, N € s, astfel ca 


u(4G3) = a şi u( AO) = 5. (fig. TV.47). 


Avem (MON) — (4037) — u(A0Ă) = 
= a—B. Contorm teoremei de construcţie 
a unghiurilor, pe semicercul s există pune- 
Fig. 1V.17 tul P, astfel ca 


10b a MON, deci u(40P) = a —5. 


Triunghiurile isoscele MON şi AOP fiind congrueate, rezultă MN = AP. 
Coordonatele punctelor M, N, P sint, respectiv, (cos a, sin a), (cos b, sin b), 
(cos (a — b), sin (a — 6), deci MN: = (cos a — cos b)? + (sin a — sin bt = 
= 2 — 2(cos a cos b + sin a sin d) şi AP = [1 — cos(a — b)F + [0 — sin(a— 
—b)k = 2 — 2 cosța — d). Egaltnd cele două rezultate, se obţine egali- 
tatea (18). 


Consecinţă. Dacă zE10, n], atunci cos (n r) con z, 
sin (n z) sin z . 

Demonstraţie. Avem succesiv cos (n — z) = cos x cos z-+ 
= (—D) cosz +0. sinz = — cosz şi sin (r—z) = V/Î = cost(re 
= Vi = cozi = Vi costz = V/sintz = |sin z | = sin z. 


"In plus, dacă: 2 €[0, £]U(£,x], t(n —2)= —tp2 și dacă ze 
= g 


2 
€ (0, m), ctg(n— 2) = —ctgz. 
Jtilizind consecinţa, se pot calcula mai repede unele valori ale funcţiilor 
cos, sin, tg şi ctg. De exemplu: 


a) cos e 4; 

b) sin SE = sin (= = 

c) tg 135 — —tg (180* — 135%) tg 450 = —4; 

d) cos 7 = cos(7 — 7) = cos-E cosE + sin £ sin ; 


e) sin 15 = VI costs VâzV/E, 


Ei 
i2 


Sa _ E EEE Ia a EU 
1) cos tz —cos (7 — 75) cos 5 cos +-sin 7 sin £ —sin 
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Dăm mai jos un tabel cu valorile funcţiilor sin, cos, tg şi ctg pentru cileva 
numere reale din intervalul [0, z]- 


Unghiul 


tg a ct a corespunzător 
| lui a 
[ nu există 0 
V/3 0 


60 


Număi 


[1] 90 


120* 


—1 — 1350 


Exerciţii 


b) sin 25 e) tp 


82. Sa se calculeze: a) biz 


33. Dacă cos a = OB, cos b L, să se calvuleze cos (a— b). 


84. Dacă z ee. 5]. sa 
2 


se demonst 


= sin 7. În plus, dată 270 sir, Să se urale că tg (522 ) 


it [2 — = pr. 
cn (2 = s-o 


$ 5. Unghiul unei drepte cu axa absciselor 


"Vie d o dreaptă neparalelă cu axa OA (fig. 1V.18). O paralelă prin ori- 
pinea O a axelor la dreapta d intersectează semicercul s în punctul JW. Dacă 
d LOA, atunci M = A. 
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Păi 
Prin definiţie, unghiul dreptei d cu aza OA este AO. Notim ucest unghi 
— 
cu (4, 04). 


i iroaptă d mu este paralelă cu axa ordonatelor, 
! ua Hiular este tg a, unde.a Î, OA) 


Demonstraţie. Ecuația dreptei d poate fi scrisă sub forma y — mz + n. 
Dreapta OJI (fig. IV.18) are acelaşi coeficient. unghiular m, deoarece OM || d. 
Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Conform formulei (14), $ 3, coeti 
cientul unghiular al dreptei OJ este 

sina —0 
cosa—0 sala 
Deci m = tg a, şi teorema este demonstrată. 


Se constată că, dacă m > 0, unghiul (d/ DĂ) este ascuţit, iar dacă m < 0, 
acest unghi este obtuz. 


dreptunghic în A. Dacă BC = a 
atunei 


tea 

Demonstraţie. Alegem un sistem de axe cu originea în virtul PF al triunghiului 
(fig. IV.19), cu axele paralele cu catetele triunghiului, în aşa fel incit virtul 
să fie în cadranul 1. Cu notaţiile din enunţ, punctul C are coordonatele (e, b). 
Conform teoremei, coeficientul unghiular al dreptei BC este tgp p— 7 
şi egalitatea a treia este demonstrată. Ultima egalitate rezultă imediat din 
ctg B= 
de unde rezultă c2 = becte2 B. Folosind definiţia funcţiei ctg. ajungem 
la (p2 + c2) sin: B = 2. Dar B+ c2 = az, deci afin? f — b?. Din această 
egalitate rezultă prima formulă. Cea de-a doua egalitate rezultă din a: sin? B 
= 41 şi din cos: B+ sin: B —1, ţinind seama de egalitatea q2 — b2 — cz, 


. Pentru demonstrarea primei egalităţi pornim de la c —b ctg A, 


Alc.0) 


Fig. IV.18 Fig. IV.19 
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Consecința se poate formula într-un enunţ uşor de reţinut. „Într-un triunghi 
dreptunghic lungimea unei catete este egală cu produsul dintre lungimea 
ipotenuzei şi sinusul unghiului opus sau cu produsul dintre lungimea ipote- 
nuzei şi cosinusul unghiului alăturat“. 

Aplicaţii. 1. Să se determine unghiul dreptei d de ecuaţie 37 + 
+yV/3+2=—0 cu axa absciselor. 


Soluţie. Din y= — 32 — 4, rezultă m= — V/3. Dacă a = 


area . 
= u(d0Ă), din te a= — V/3, rezultă costa = 7. Deci cosa = — : 


E = SEL Ş 3 2 : sea, * 
Funcţia cos fiind bijectivă, din tabel găsim a — 3. Deci m — (Î0Ă) = 120. 
2. Să se determine unghiurile triunghiului cu laturile de lungimi 8, 4,4 |/3. 
Soluţie. Deoarece (4 3) + 4: — 8, triunghiul este dreptunghic (fig. 

- 


IV.49). cos B=t=t, deci n(8) = E sau m(B) = 60. Apoi u(€) = 
= 3-7 sau m(2) = 30%. 
Exerciţii 

85. Să se determine unghiul următoarelor drepte cu uxa absciselor: 


ay=0;bjz=0;c)y=zV/3+rti;dy+z=l. 


36. Se dă punctul P| —- 


Pi Ps 
Să se afle m(40FP) și uL405). 

87. Dreptele de ecuaţii z/7+ yW/7 = 0şi Ar — ay = 0 intersectează semicervul s, 
respectiv, în punotele AM şi N. Sa se calculeze cost, unde + = u (MOR). 


Capitolul 


vV 
Funcţii trigonometrice 


Acele indicatoare ale ceasului, în mişcarea lor continuă, indicind la nesfirșit 
repetarea orelor, constituie un model simplu pentru toate fenomenele care se 
repetă periodic. În acest capitol se vor studia funcţii ale căror valori se repetă 
în mod periodic. În special vor fi studiate funcţiile trigonometrice, o categorie 
de funcţii detinite prin intermediul unui cere de rază 1. Aceste funcţii sint 
folosite ca modele matematice a mai multor feluri de situaţii practice. Vom 
vedea apoi cum se deduc formule referitoare la diferite valori ale acestor 
funcţii și cun formulele stabilite pentru unele din ele pot fi folosite pentru 
a determina formule pentru alte funcţii. 


$ 1, Funcţia de acoperire universală a cercului unitate 


Lema I. Orice număr real 7 poate fi seris în mod u sub forma 


4) t= 0 + 2in, unde 1* E [0, 27), k 
Demonstraţie. Fie k partea întreagă a numărului -t- , adică 


2x 


Atunci 24 < 1 < 2An + 2x, din care se obține imediat că 1% = t — 2 e [0, 27). 
e (1) 


Am determinat în acest fel numerele k și 2* verificind condi 

Pentru a arăta unicitatea, să presupunem că mai avem şi t = ti + haz, ti e (0,27), 
ke Z. Rezultă că t* — nn = 2(k — An. Deonrece 1 — 1, it <2r şi e -u> 
> — n > — 2, rezulla — 2n < 19 —t, < 2 sau — 2 < (i —k2n < 2m. Deci 
— 1 Sh —k 1 şi în mod necesar k, — k = 0. Aşadar, = 1* și 1* este unic. 


ka feak+ri 
| 2r = 
Li 


Exemple. 1. Dacă t= — e, pica pa E AR ur ua Re 
< —3, rezultă 0 <A +4 >1. Deci LA Aşadar 
2 E: 
24 2âx 
= a + 2(—4)r, unde 1* = al k=— 
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2. Dacă 1 = 31,45, atunci 5 < = < 
Bz 


= 6. Deci 1 = (31,45 — 107) +2-5-x, 
unde 1* = 31,45 —10x, k=5.. 

3. Dacă = —5, atunci —1 << 

n 

— 0. În acest cazk = —1 şi 2= (2 — 
— 5) + 2(—1)m. Numărul 1* este 2r— 
—5, 

În capitolul IV, $ 4 a fost prezen- aria 
tată o funcţie care asociază fiecărui a e 
mumăr t € [0, x] un punct unic M € s, asttel incit lungimea arcului mic AM 
să fie egală cu /. 

Lema care urmează ne indică modul în care putem asocia unui număr 
1€ (n, 2n), un punct MEC-—s. 5 


Lema 2. Dacă r£ ze —c0s ((—n), y = —sin (—m), 
utunei punctul M de coord 7) este situut pe C — s, înr arcul mare AT 
are lungimea r 

Demonstraţie. Deoarece z? + y2 = cos2(t — x) + sin?(/ — x) = 1 (coor- 


donatele lui M verifică ecuaţia cercului unitate C) punctul M este situat pe C. 
Din 1 € (n, 2), rezultă că t — x E (0, m). Fie M'(z, 77), unde 2” = cos ((— 
— 7) şi y' = sin (t — x). Înseamnă că M' € s, conform definiţiei funcţiilor 
cos şi sin. Avind abscisele, respectiv, ordonatele 
numere opuse, punctele M şi M' sint simetrice 
faţă de originea axelor de coordonate (fig. V.1). 
Deci M' şi M' sint diametral opuse in C. Din 
M' E s rezultă MEC-—s. 


Arcul mic AM are lungimea ? — z (conform 
definiţiei funcţiilor cos şi sin), iar arcul M'A'M 


are lungimea z, deci arcul mare AM are lungi- 
mea (1 — x) =—t şi lema este demonstrată. 


- Ar: 
Conform acestei leme, numărului E i se aso- 


ciază pe C — s punctul de coordonate (2 cos E 


ea 1 pă 
AIE E E să e 
Fie d tangenta în A la cercul unitate C 
(fig. V2.) şi E Ed, astiel ca PF şi E să fie în 
acelaşi semiplan faţă de OA. Considerăm un sistem 
de coordonate pentru d, astfel încit A să aibă 
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coordonata 0, iar ze > 0. Pentru 
a simplifica notaţiile, un punct al 
lui d va fi notat cu coordonata sa. 
Dreapta d devine o axă a nume- 
relor reale. 

Pentru a pregăti definiţia unei 
funcţii importante facem următoa- 
rele consideraţii intuitive. Dacă ne 
imaginăm că dreapta d este suficient, 
de flexibilă, putem accepta procesul 
de infăşurare a ambelor ei jumă- 
tăţi în jurul cercului. Semiaxa nu- 
merelor reale pozitive se înfăşoară 
in sensul invers mişcării acelor de 
ceasornic, iar semiaxa numerelor 
reale negative în sensul mişcării 
acelor de cesornic. 

Prin acest procedeu de infăşu- 
rare, fiecare punct de pe axa d ajunge 
într-un punct determinat. pe C, deci 
fiecărui număr real 4 îi corespunde 
un punct M, € C. Am definit astiel o funcţie f: d — C, care asociază lui LE BR 
punctul /(?) = M, de pe cerc. Știind că lungimea lui C este 2m, punctele , 
3, 5m,... ale dreptei d şi, de asemenea, punctele —r, —3r, —5x,.... ajung 


7 


în A*; punctele 0,27, 4. şi —2, —4my.- ajung în A, punctele >, = + 2x, 
T — 2, = + âr, = — Au. ajung în B ete. În general, punctele ș, t + 2x, 
1 — 2m, t-+ Ar, t— Am... ajung în acelaşi punct M,, adică 

(0) A+ 2kn) = [0 Vi e B, Vk e Z. 

Se observă că un segment cu originea în A şi cu extremitatea într-un punct 
oarecare _t (fig. V. 3) prin infăşurare, intr-un sens sau altul, poate acoperi de 
mai multe ori cercul, punctul £ ajungind în M, € C. 

Folosind definiţia funcţiilor cos şi sin şi lemele 2 şi 1 putem defini o func- 
ţie F, care asociază oricărui număr real t un punct de pe cercul unitate C, 
fără a folosi procedeul intuitiv al întășurării. Vom arăta că această funcţie P 
va avea proprietăţile funcţiei f. 

Detinim funcţia 

F:R = C, FO = M(z, y) 
prin următoarele condiţii: 

19 Dacă t € [0, zl, atunci z=—cos 4, y=sin î. 

2* Dacă 1 € (x, 2n), atunci z cos(t — x), y sin (£t— x) 

3% Dacă 1 = 1* + 2kr, t* E [0, 2), ke Z, atunci F(0) = F(*). 
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Funcţia F poartă numele de funcţia de aco- 
perire universală a cercului “unitate. 
Avem: F(0)= M(cos 0, sin 0) = M(1, 0) 


(fig. V.4), r(3) =u (cos 3 sin 2) = M(0,1) = 


= B, F(n) = M(cosz, sin) = M(—4, 0) = 
F. (2)=u ( cos (E 7), „sin (2 =)) 
= m( cos y sin =) = M0,—1) =, 
pe (7) = plan +3) (3) a (ocs ge sin 3)= ul 4): 

Dacă nu se fac alte precizări, conform definiţiei funcţiei F, prin AF(A 


vom înţelege arcul mic de lungime £, dacă 1 € (0, z], respectiv, arcul mare de 
lungime î, dacă t € (m, 2n). 


Teorema L. Avem proprietatea 
(3) FU + 2kn) F(0, v n 

Demonstraţie. Contorm lemei 1, există numerele unice 

1» E[0, 2x) şi 2 € Z, asttel ca = 1* + 2im. 
Atunci 
FU + 2kn) = Pure + Îl + Dn) = F(*) = Fus + 2im) = FU), 

deci formula (3) este demonstrată. 
Lema 3. Oricare ar fir CR, AFU) AF( ) 


Demonstraţie. Dacă 1 =t*+- 247, el[0,27), keZ, atunci —r=2m—r* — 
— 24 + 1). Deoarece FU) = P(t*) şi P(—) = P(2m —-4%), demonstraţia se reduce 
la a arăta că AF(r*) = AF(2z — 4%). 


Dacă r* e [0, z|_ atunci 2x — 7* e [n, 2n]. Arcul AF(E5) (fig. V.5) are lungimea £*, 
iar arcul mare AF(2n — 15) are lungimea 2m — te, deci arcul mic AF(Zz — +) are 
lungimea 2 — (2 — t+) = 1%. Deoarece arcele 
mici AF(5) şi AP(2n — 25) au aceeaşi lungime, 
coardele corespunzătoare lor sint congruente şi 
teorema este demonstrată în acest caz. 

Cazul 2* e (n, 2m) se tratează în, mod analog 
- (se schimbă doar rolurile numerelor t* şi 2 — t*), 

Teorema 2. Oricare ar fl y 


avem 


(4) FU)Eu AF 
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Demonstraţie. Scriem numerele £ şi u sub forma 
109 + 2mm, 10 (020), kre şi u=ut + 25, 
u* e [0.2n), 1 e Z, conform lemei 1. Decarece F(1) = 
= Fl), Flu) = Flu) şi PU—u) = Pe — u*), 
demonstraţia se reduce la a arăta că FU*)P(u*) — 
= AF — us). 

Dacă 0 < us st < 27, rezultă imediat (fig. V.6) 


—— 
ca arcul FUe)F(*) care nu-l con 


3 
Fig. V.6 ngimea te —u*, ca şi arcul Are — 5). Din 
rongruența celor două arce rezultă congruența coar- 

delor vorespunzăloare, şi teorema este demonstrată. 


ne__pe A are 


Dacă D<r* su? < 2, se demonstrează în mod analog că F(t*) P(u*) = 
= AP(u* —t*) şi ţinind seama de lema 3, teorei este demonstrată în toate cazurile, 


Doliniţie. Fie M o mulţime oarecare. O funcţie f: R— M se numeşte 
periodică dacă există T 0, astfel incit 


6) fiz + 7) = A(z) pentru orice z din R. 


Numărul 7 se numeşte perioadă a lui f. Dacă printre perioadele strict 
pozitive ale lui / există un cel mai mic număr 7 atunci 7g'se numeşte pe- 
rioada principală. 


ci perioadele lui 


Demonstrație. Avem 


Dn) = [a + To = Ta + To+ To) 


= Flz+ Pok Tok k 
Pe de altă parte, f(z — Ta) = /(2 — To + To) = /lz), deci 
Pa) = [a — To = Pa — To — Po) = se = la — Po To To). 


Așadar numerele 4T'g, unde k e Z, sint perioude. Rămine de demonstrat că orice perioadă 


7 este de lorma 47, k e Z. Fie k partea întreagă a numărului „adică 


ia 
RE <R+L 
e + 


bi 
De aici KTe < T < KTo + To sau 0 & T.— KTa < Te. Există deci numerele ph e Z. 
şi 7* eL0, 74), astiei ca 


[UI T = Te + KT 


Numărul '* este şi el perioadă, deoarece /(z + 7%) = plz + PT — KT) = f(2 + 
+ 7) = [(a, vzeR..Cum o s 7* < T, şi Ta este cea mai mică perioadă strict 
pozitivă, rezultă 7'*.=0. Deci, contorm cu (6), orice perioadă Teste de lorma /7o, 
k e Z, şi lema este demonstrată. 


Teorema 3. Puncţia F de acoperire universală a cerculu 
periodică de perioadă principală 2r 
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Demonstraţie. Formula (3) arată că F admite ca perioade numerele 2kr, 
unde k € Z. Dintre acestea, cel mai mic număr strict pozitiv este 2r. O 
perioadă 7 € (0, 2m) nu poate exista, căci F(0) şi F(7) fiind puncte diferite 
pe C, pentru z — 0, F(z + 7) 4 F(z). Rezultă că 2x este perioada principală 
a lui F. 


Exerciţii 


1. Să se determine coordonatele punctelor: 


F(5%), P(—77), „[ i). P (— =) PU037), P[ 


2. Punctele P,, P3 şi Ps, P, sint respectiv pe. biserloa- 
rele unghiurilor axelor de coordonate şi pe cercul unitate C 
(lig V.7). Să se afle toate numerele reale t pentru rare: 

n) PU) = Pb) FU) = Pac) FU) = Pa d) FU) = Pe 

3. Sa se urate că FU) şi F(—0 sint si ice faţă de 
dreapta OA. 

4. Să se arate că F(1) şi Fl — 4) sint simetrice faţă 
de OB. 

5. Să se serie ecuaţia dreptei determinată de punetele 


pF E) şi P (7): x Fig. V.7 


$ 2. Funcţiile trigonometrice sin şi cos 


Prin funcţia F de acoperire universală fiecărui număr real t i se asociuzi 
un punct unic F() = M(z, y) de pe cercul unitate C. Coordonatele z şi p 
sint şi ele unic determinate, dacă t este dat. Vom nota 


z = cos, y = sint, 
definind astfel două funcţii 
cos: RR şi sin: RR, 
numite funcţii trigonometrice, care prelungesc funcţiile cos şi sin, introduse 


în Cap. IV, $4, de la [0, z]la R. 
Avem ca exemple de valori numerice ale acestor funcţii: 


Se îl) a eee zii 
ea: Mr E: Saua 
a E IDE | Bi 
cos x cos E — sin n sin E cos £ = 
[I 6 6 
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Deoarece (cos 1, sin 1) sint coordonatele unui punct de pe cercul C, cos t 
respectiv sin + au valoarea maximă 1 şi valoarea minimă — 1, deci 


—1scostsi şi —1s<sintsi. 


Funcţia F fiind periodică, funcţiile cos şi sin sint.și ele periodice şi orice 
perioadă a lui F este o perioadă pentru cos şi sin. Deci 


cos (2 ++ 2km) = cos 2 şi sin (2 + 2kn) = sin z, Vz ER. 
Arătăm acum că funcţiile cos şi sin nu mai au alte perioade. 


meorema 1. Funcţiile sin şi cos au perioada principulă 2 

Demonstraţie. Să presupunem că funcţia sin ar admite o perioadă 7” e 
+= (0, 2n). Am avea sin (+ 7”) = sin 4, oricare ar fi t E R. În particular, 
pentru 1=0, am avea sin 7” = sin 0 = 0. Singurul număr care satisface 
condiţiile 0 < 7” < 2x şi sin 7” = O este m. Dar x nu este perioadă pentru 
sin, deoarece, de exemplu numerele sin £)= 1 şi sin E ae 7)= —4 sint 
distincte, Deci cea mai mică perioadă strict pozitivă a funcţiei sin este 2r. 

Să presupunem că funcția cos admite perioada 7” € (0, 2m). Am avea 
cos (4 + 7) = cost, oricare ar fi t E R. În particular, pentru £ = 0, cos7” = 
= cos 0 — 1. Deoarece nu există un număr 7” astfel ca 0 < 7” <2x şi 
cos 7” = 1, perioada cea mai mică strict pozitivă a funcţiei cos este 2 
şi teorema este demonstrată. 

Orice punct, F(t) fiind pe C, numerele z = cos t şi y = sin t verifică ecuaţia 
cercului C: 22 ++ p2=1 (Cap. IV. $2), deci 


(D | cos + 1, weR. | 


Tenrema 2, Oricare ar fi, a, bER, 


&) | costa —5) = cos a cos b + sin a sin & | 


Demonstraţie. Conform teoremei 2, $ 1 din acest capitol, F(a) F4) = 
= A F(a — 5). Avem F(a) = M(cos a, sin a), F(b) = M(cos b, sin 5), F(a — 
— 5) = M (cosţa — b), sința — b)). Aplicind formulă distanței dintre două 
puncte pentru F(a) F(b), AF(a — b) (calculele sint aceleaşi ca la demonsţra- 
ţia teoremei din capitolul IV, $ 4) şi egalind rezultatele se. obţine formula (2). 


Demonstraţie. Într-adevăr 


cos (3 = = cos 3 cosz-+ sin £ sin 2 = sin z 


Deliniţie. O funcţie f: R — R se numeşte pară dacă 
[i-a = fo, vzeR 
împară dacă 
f(—2) = —2, vzeR. 


cţia trigonometrică este 
a. 


și se numeş 


prema 
sin este 


inetr 


Demonstraţie. Deoarece 
cos(—z) = cos(0 — z) = cos 0 cos z + sin 0 sin'z = cos z, 
tuncţia cos este pară. 
Din (3), (2) şi paritatea funcţiei cos avem 


+ 2) cos Za) cos ( cos z + 


z 


sin(—z) — cos | 


in (— sin z.= sin (27 — $ — 27) sin z = 


3 sin z = —sin z, 


rezultă că funcţia sin este impară. 


Observaţie. Wiizinil dutinițiile funcţiilor sin şi cos, consecinţele teoremelor 2 și 3, nu- 
merule sin z și cos z pot fi calculate cu ajutorul unor numere de forma cos £ sau sin 1, unde 


ta (o 2) Acest proceden de calcul poartă numele de reducere la primul cadran. 


deonrece puncte de pe C corespunzătoare numerelor t e [( =) se află în cadranul întii 


x __ 9 2% 
cos[£ — 22) = cos ( — 2%) — 
2 2)) ( 14 


aa = şi sin Da se calculează cu ajutorul numărului cos = (care se citeşte cu apro- 


ul uxeler rle voordonate. 


De exemplu: sin Mae 


ximaţie din tabelele trigonometrice), unde Z e (( =] 


Aplicaţie. Știind că ae(, 27). 


sin b — fi, să se calculeze cos (a — b)- 
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Soluţie. Deoarece a E (E a 27) punctul F(a) este situat în cadranul IV, 


i sin a <0. Știind că sin2 a + cos? a rezultă sin a = 


. În mod analog se obţine cos b 


ENE) 
cos(a — b) = >. 
« D= 513 


1. Să se calculeze: 


u) sin ME, e) cos(- 
vam 55: fe 
b) vos E, i) sin ( 
«) sin ( 2) sin 18r, 1) cos 7 


d) cos (—7), n) cos lăr, 1 sin E 


7 


2. Dacă ze (n, 25) şi cos z „să se calculeze sin x. 


2 
următoarele funcţii este pară şi cure este impară: 


intr , 


3. Sa se stabilească care d 
a) PRR, Fa) 
D) pt RR, ala) = net, 
cB:RoR her 


z 


Mi:R=R, ia) ae 
) iai 
4. Să se calenleze: 
a) cos E cos Î1E + sin 27 sin 12%, 
7 28 ? 28 
b) e (e + =) cos 2 + sin (+ FE 
5. Dată sinz>0, cosy<0, cosz=— =, sin să se calculeze 


costz — pp). 


6. Să se arate că, oricare ar fin e R: 


a) 1 —2 sina = 2 costa — 1, 

D) 241 + cos a) — sinta = (1 + cosa), 

c) cos? a + sina = (sin a + cos a) (1 — sin a cos a). 

7. Știind că a,b e (i = =) „ cos a = —0.8, sin b = 0,96, să se determine coorde- 


natele punctului Fa — 5). 
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8. Să se determine coordonatele punctului FP(z) ştiind că sin z + cos z = 0,2 şi cos 7<0. 


c) cos(z + ş) + cos (e — y) = 2 cos z cos y. 

d) cos(z + y) — cosțz — y) = 2 sin z sin(— y), 

e) cost(z — y) — cost(z + y) = 4 sin z cos z sin y cos y, 

1) cos: z + cos? y — (cos 2 — cos y): = cos(z + y) + cos(z — y), 

g) cos(z — y) + cosțz +- y) = cos? z — sin y, 

n) cos(-£ ++ e — pj= coe 2 sin ş — sin = cos ş, 

î) sin(z + y) sin (2 — y) = sin z — sint y, 

î) (sin z + cos y)* + (cas z + sin y)* = 2(sin(z +9) +1), 

k) sin(z + y) + cos(z —'y) = (sin z + cos z) (sin y + cos y). 
5,6 


a. Ştiina că sin a = 32, sin = 4, cos c = 35, cos a < 0, cost > 0, sinc < 


0, să se calculeze numerele cos(a -+- b + c) şi cos(a «+ b — c). 
4. Să se arate că oricare ar fi z număr real şi k număr, întreg avem: 


a) sin [tak + DE + a]= (o2p cos a, 
» cos + 4% + aa (o a sin z. 


Din formulele (2), (4), (6) se obţin alte formule utile în aplicaţii. 


Formule pentru cos 2x şi sin 2z. Dacă in formulele (4) şi respectiv (6) 
punem a=b = z, rezultă 


cos(z +- 2) = cos z cos z — sin 'z sin 2 
şi 
S sin(z + z) = sin z cos z ++ cos z sin z. 
Obţinem formulele 


(7) [sin 22 = n zcos 2 | 
(6 cos 22 = cos? z — sin z 


Formula (8) se mai utilizează şi sub formele 
cos 2z = 2 cos? z — 1 sau cos 27 = 4 — 2 sin? z, 
'Tot din (8) se deduc formulele 
cos Îz 


E IEEE io a dia EEG 
Loos z | = yes Ec vit 


Aplicaţie. Să se arate că sin 3z se poate expritpa în funcţie de sin z. 


Soluţie. Avem sin 3z = sin (27 + z) = sin 2z cos z + cos 22 sin 2 = 
= 2 sin z cos? z-+ (1— 2sini z)sin 2 = 2 sin (1 — sin? z) + sin z — 
— 2 sin? z = 3 sin 2 —4 sin? a. 
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În plus, procedind în mod analog se obţine 
cos 3z = 4 cosîiz — 3cos 2. 


Exerciţii 


5. Să se calculeze: 


a) cos, ») sin 2, c) sin 41%, 
8 3 Li 
d) cos 5%, e) cos ZE. 
24 
6. Să se verifice identitățile: 
a) cost z — sint z = cos 22, ») (oc 2 — sin = a — sin a, 
0) cos 22 +2 sinz =, d) 1 = 2 sine( E — 2) = sin 22, 


e)sin 22 + Vă cos2z = 2 sin (22 d =). 


1) 3 sin 5z + Văcoa ss = 2/8 sin (52 + 


7. Să se arate că” 


m a VIOZIVE coat VS, 
5 rŞI 5 â 


7ndicaţie. Se scrie din (= = î=) — sin n sau 


27 3 27 n 3 
in 2£ cos 3% 4- cos 2 sin Î = 0 
sin “E cos “E <- ros “E sin “7 

şi se obține 


16 cost E — 12 cost £ + 1-0. 


8. Să se calculeze sin a şi cos 25 i 
9. Să se arate că 
E 5 ga ei 
cost E +- cost +- cost E + cost 7 = 2. 
8 se 3 Ea Li SE 3 2 


10. Să se arate că expresia 
E = costa + b) + costa — 2) — cos 2a cos 2b 


este constantă. 


9* 
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$ 4. Funcţiile tg şi 


ctg 


Cu ajutorul funcţiilor sin şi cos se pot defini alte funcţii trigonometrice. 
Au utilitate mai mare funcţiile tangentă şi cotangentă notate respectiv cu 


„tg şi otg. 


Funcţia tg. Fie A mulţimea numerelor reale de forma i + kr, unde k € Z. 


Funcţia tg se defineşte astfel: 
R—A-R, tpz SE. 


ta: 


cos z 


Se verifică uşor că funcţia tg este o functie impară. 


Teorema. Fio M=FO, tER— 


4, punctul asociat cu £ prin 


funeţia F de acoperire universală a cercului unitate, d dreapta tangentă la C 


d 


Fig. V.8 


în A(, 0)şi (7) intersecţia drop- 
telor OM şi d. Atunei 7 are coor- 
donatele (1, tg). 

Demonstraţie. Deoarece 1 și 


z = + kx, unde k € Z, punc- 


tul M nu poate coincide cu B 
sau cu B', deci dreptele OM şi 
d (fig. V.8) sint concurente. 
Coordonatele punctului 7' se ob- 
ţin rezolvind sistemul format cu 


ecuaţiile dreptelor OM şi d. Deoarece M are coordonatele (cos î, sin 1) ecu- 


aţia dreptei OM este y = 


rezultă că 7 are coordonatele (2 


sin e 
cos £ 


sin £ 


Sin! 2. Ecuația dreptei d este z = 1. De aici 


3) şi teorema este demonstrată. 


Tooreoma 2. Puneţia tg are Elia principali sp. 


Demonstraţie. Deoarece, oricare ar fi z real, 


tz + 7) = 


sintz + 7) 
cos(z + n) 


— sin z 


— 
— cos 2 săli 


numărul 7 este perioadă. Se pune problema de a decide dacă există perioade 
strict pozitive mai mici decit x. Ar însemna că, dacă 7 este b asemenea'peri- 
cadă, tg(z+ 7) =tgz, VER. Pentru z=—0, rezultă tg T=tg0=0. 
Am ajuns la o contradicţie, deoarece nu există 7 € (0, m), astfel ca tg 7 = 
= 0. In consecinţă mulţimea perioadelor funcţiei tg este (im |k E Z),: 
perioada principală a ei fiind z. 

Funcţia ctg. Fie A mulțimea numerelor reale de forma kx, unde k € Z. 
Funcţia ctg se defineşte astfel: 
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R—B RR, ete z= 


cos 7 


sin 2 


Se veritică imediat că funcţia ctg este impară. 
De asemenea, se demonstrează în mod analog că are perioada principală ze, 
deci are aceeaşi mulțime a perioadelor ca şi funcţia tg. 


Din ctg z=tg (3 —2 rezultă că funcţia ctg nu necesită un studiu 


separat deoarece este acelaşi cu studiul funcției 
ctg:R—B-—R, ctg z = ta (5 —z)- 


Formule în care apare funcţia tg: Atunci cînd sint considerate expresii în 
care apar funcţiile tg şi ctg, sau în care apar funcţiile tg, ctg, sin și cos la 
numitori, vora presupune că sint excluse din consideraţii acele valori ale varia- 
bilelor, pentru care expresia nu are sens. Elevii vor determina în fiecare caz 
mulţimea valorilor care trebuie excluse. 

Avem 


tata + o) — inte - b) — sina cos b ++ cosa sin d 
ii costa + b) cos a cos b — sina sinb! 


Simplificind fracţia cu cos a cos b se obţine: 


i tea tb 


(9) | ta(a + 3) = Eat let 


Procedind în mod analog ca în cazul formulei (9) se obţine formula 


sei 
(0) | tata —B) == mezi | 
lrigatmoe zi 


Din formula (9) pentru a = b = z se deduce 


(1) | tg 2 == 2152 


De asemenea, din 


sin E 2 sin fos £ 
Lo pute 1 080 E Phil sin 
3, com 2 cose £ aia 
2 = 
rezultă e 
dd [o az 
| 2 1 cos z 
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in continuare vom arăta că numerele sin z şi cos z se exprimă fără radicali 


cu ajutorul numărului tg 5. Avem 


= cost £ — £= dport 
cos z = cost => sim? 2 cost 3 — 4 


i = 
arte 2 


= 
2. deducem cos: € = .. înlocuind, se obţine 
oost-£, ă 


Din te E = 


(13) 


(14) 


Aplicaţie. Să se calouleze tg £.. 


Soluţie. Avem, conform formulei (12), 


sin E. ză, sa: 
tg 2 _. Cum sin 2 SE i cob 2 m VE+V/ă 
ZA i gaga Di 12 Di 


ve-vi i_ e ca ii 
te 3 = LE o (Va 5-3). 


Rămine ca exerciţiu să se obțină acest rezultat utilizind formula (11). 


Exerciţii 


1. Afati tata „+ 5), dacă sin a = A, cos — Vai, cosa > 0,sinb < 0. 

2. Să se verifice identitățile: 3 
costa + d) 4 _ 4 = E pia 

a) De a oc 6 1—tgetad; b) tgz + tg'ztg2z = tg2z —tgz; 

ay Sina +5) _ 1 +etgatee. 
sinţa — 2) O 1 —ctgatgb? 


j pp — ctgactgb —t cos 82 | sin 32 _ > cipaz; * 
il cuc alo ctga +etgd ? iza cos z Sia ai 


£) 2sin 22 — sin S2. — tg zi „BD tg 3a — tg 2a — tga = tg 3a tg 2a iga. 


a. Se dau tg a = + tgz= ze tea Sa se calculeze tgța + b + c). 


4. Ştiind ca tg 2 =", n 0 să se calculeze expresia 
n 


E = m sin 22 + n cos 22. 


5. Dacă & cos z + 10 sin z — 11 = 0, să se calculeze cos z, sin z şi tg 


$ 5. Transformarea sumelor în produse 


Folosind formule corespunzătoare, deducem 
sina + d) + sin(a — b) = 2sin a cos, 

sina + d) — sin(a — 3) = 2 cos a sin d, 

costa + b) + costa — b) = 2 cos a cos b, 

cos(a + d) — cos(a — b) = —2 sin a sin b. 


Dacă a+b=p şia—b=q, atunci a 


Obţinem următoarele formule de transformare a sumelor în produse: 


(5) | amp ma aun? ra 
(6) £ sin p — sin q = 2 cos PE 
U7 pa ia am alto 2 E tam: =4 
U8). A cos p — cos g = — 2 sin P-E sin = 


Prih calcule simple se deduc formule de transformare a sumei şi diferenţei 
de tangente în produs. 


(19) 
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In exerciţii „ uneori este util să se transforme produsele in sume. Asemenea 
formule se obţin din cele de mai sus: 
sin (a + d) + sina — d) 
5 . 


sin a cos b=— 


cos a cos b = „SOSla +- 2) + costa — b) 


2 
cos(a —b) — cos (a + 5) 
2 


sin a sin b 


| 


Formuleie numerotate şi puse în chenar trebuie memorate de către elev. 
Pentru a le aplica cu uşurinţă, este necesar să fie reţinut și modul în care pot 
fi deduse. 


Exereişii 


1. Să se transtorme în produs: 


a) sin 105* + sin 25%, b) cos 75* -+- cos 15%, 
3n x ae e 
c) cos 2 — cos £., d) sin 2 +- sin 
) Di [i i stu 
e) sin z + sin 3z + sin 5z, 1) cos 22 + cos dz ++ cos 6z. 
2. Sa se verifice identitățile: 
a) S08 32 — cos 5e  4e 2 tpuz. pj —Î 2 008 tz cos22 
cos 32 -F cos Bz sin 3z — sinz  sinz 


€) cos? a -+- cost2z + cos? 3z + cos 27 + cos &z ++ cos Gr = 6 cos z cos 22 cos3z, 


q) Jin 2 + sin-8z + sin Se + sin 72 + ein 92 4 se, 

cos z + cos Sz -+- cos 5z + cos 7z + cos 9 a 

1+ e ctg = 2 ctg 2 sin( 24 E 2). 
0) 1 + cos a + ctg ctg 2 DE) cos (2 — E 


3. Să se transforme în produse următoarele sume: 
S = sin z + sin 22 + sin 3 + sin az + sin 5, 
T = cos z + cos2z ++ cos 3z + cos 4 + cos Bz + cos 6z + cos 7z. 
Indicaţie. Se recomandă, de exemplu, pentru suma :$, să se calculeze SS sin 2 „să se 


transforme fiecare produs în suma și așa mai departe. 


$ 6. Graficele funcţiilor sin, cos şi tg 


În paragrafele precedente am văzut cum fiecare număr real 4 poate fi 
asociat cu una sau alta dintre coordonatele punctelor de pe cercul unitate C 
pentru a defini funcţiile cos şi sin. În acest paragraf vom învăţa să trasăm 
graficul funcţiilor trigonometrice sin, cos și tg. 
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Graficul funcţiei sin. Să considerăm într-un plan un sistem de coordonate 
de reper (0, A, B). Ne propunem să trasăm locul geometric al-punetelor M 
din acest plan care au coordonatele de forma z =, y = sint. Deoarece, 
din aceste egalități deducem 7 = sih z, acest loc geometric este graficul 
funcţi . 


sin R-=R, z—sinr. 


Proprietatea de periodicitate a acestei funcţii dă graficului ei caracteristici 
speciale. Faptul că punctele de abscise z + 2k1, k E Z, au aceeaşi ordonată 
sin z, tace posibilă trasarea graficului în intervalul [0, 27] şi apoi să repro- 
ducern acest grafic în ambele sensuri de-a lungul axei absciselor pentru a obține 


cit dorim din el. 


Cind z parcurge intervalul [ Aia 3], sin z creşte de la valoarea 


sin [= =) a 


1. Într-adevăr avem 


= —1 la valoarea sin = 


= obs. 


: A a 
sin z, — sin za = 2 sin FL 


Dacă zi > 2 2 Za € [33 iN atunci 


0 Ea Ra a E pi a ta, 
a 2 2 Și 2 = 2 ta 
deci 


sus ==0y cos Biti. > 0 


sin 


şi astfel sin z, — sin za > 0. Aşadar în cazul zu 73 E ==: =], za > Za = 
= sin 2, > sin za d 

Se arată în mod analog că funcţia sin este descrestătoare pe intervalul 
5 2] (în formula de mai sus factorul cos Fit 2 


este negativ). 


-“Ținind seama de periodicitate, funcția sin este crescătoare pe fiecare 
interval de forina = E + 2 


Fă 27] şi este descrescătoare pe inter- 


valele 3 + 2hm, 2 + 2], REZ. Acestea sint intervalele de monotonie ale 
funcției. sin. N 
În tabelul următor sint trecute valorile lui z multiplii de =, şi valorile co- 


respunzătoare lui sin z. Săgeţile A şi indică creşterea, respectiv descreş- 
terea valorilor funcţiei sin. 


Li sr Lui 3r Sr 77 Li 37 5 liz 

e Op DE SE e 22 
6 3 2 3 6 6 3 3 3 6 

sin z|o pe Vina VE sro pa Vitra ri o 


Punctele ale căror coordonate se află în tabel sint reprezentate în figura 
V.9, iar graficul funcţiei sin cind z € [0, 2x] este trasat în figura V.10. 
Reproducind cit dorim din graficul din figura V.10 în ambele sensuri de-a 


Fig. V.9 Fig. V.10 


lungul axei absciselor se obţine graficul funcţiei sin, figura V.41. Graficul 
funcţiei sin este inclus în porțiunea de plan cuprinsă între dreptele de ecuaţii 
y=1 şi y=. 

Semnul funcţiei sin. Funcţia sin are valori numerice pozitive pe fiecare 
interval de forma (2hx, s + 2kx), k € Z şi are valori numerice negative pe 
fiecare interval de forma (7 + 2hz, 20: + n). - 

Amplitudinea. Dacă M este valoarea maximă a unei funcţii periodice, iar 
m este valoarea minimă, numărul E (M — m) se numeşte amplitudinea acelei 
funcţii. Rezultă că, deoarece —1 < sin z < 1, 2 E R, amplitudinea funcţiei 


sin este pici —(—1)=1 . 


Aplicaţii 
1. Să se stabilească semnul: 


E. b) sin E — sin 8. c) sin 2 — sin 27, 
2 15 7 3 


a) sin £ — sin 
Ci 1 


Soluţie. a) Deoarece pe intervalul [0 =] funcţia sin este crescătoare și 


Cara na od Mica Le Fine i 

deoarece ziare rezultă: sin = sin 13 > 0. b) Din sin Tar; >0 şi 

sin = = sin (+5) = 0, rezultă: sin-E—-— sin "> 0. 0) Din 3441 < 
27 


< n < 3,142, rezultă 2,096 e = 2,097. Deci 2 < a și sin 2 — sin 25 <0, 
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2. Să se reprezinte grafic funcţia 

PRR AD =3sinz 

Soluţie. Funcţia f are aceeaşi perioadă ca funcţia sin şi aceleaşi intervale de 

monotonie. Amplitudinea ei este 

max f — min f _ 

mas fin f — 
Valorile funcţiei f se obţin din valorile funcţiei sin prin inmulţirea cu 3, adică 
graficul funcţiei f este dilatat în lungul axei ordonatelor faţă de graficul funcţiei 
sin. Graficul funcţiei / este reprezentat în figura V.12 prin linie continuă pentru 
a-l deosebi de graficul funcţiei sin care este reprezentat prin linie întreruptă. 


Graţicul funcției cos. În tabelul următor sint trecute citeva perechi ordonate 
de numere de forma (z, cos z)- 


2% 5 pă 7 an 3n 5 lin 
3 6 6 BN a i 0 


EI 
s 
ala 
la 
la 


17— Via ao Vă 


Funcţia cos are aceeași perioadă principală și aceeași amplitudine ca și 
funcţia fin. Graficul ei este schiţat în figura V.13. 


Fig. V.14 


Intervale de monotonie. Funcţia cos este strict crescătoare pe fiecare înter- 
“val de forma [x + 2kx, 2 + 2ha), k E Z şi este strict descrescătoare pe 
fiecare interval de forma [2kr, 7 + 2kz], k E Z. 

Semnul funcţiei cos. Funcţia cos are valori numerice po; 


interval de forma [5 z + 2kz, „Z a 27], REZ şi este negativă pe 


ive pe fiecare 


ficcare interval de forma [= +- 2, e n 2), rez. 

Graficul funcţiei 18. Funcţia tg fiind periodică de perioadă principală 7 
se comportă la fel pe orice interval de lungime z de forma (== + kr, 
2+ Ar), REZ. 

Monotonia. Dacă zi, za E (= Ta The zi < za atunci zi — zaE(—n, 0). 


Din 18 2, — tg za = SN (fn — 2), sin (2, — za) <0, cos z, > 0 şi cos za >0, 
cos a, C08 za 


rezultă tg z, <te za 
Funcţia tg este deci strict crescătoare pe orice interval din domeniul ei de 
definiţie. 

Graficul. Din proprietatea de periodicitate rezultă că este suficient să- 


construim graficul pe intervalul (3 z )) şi apoi să-l reproducem în am- 


bele sensuri de-a lungul axei absciselor (figura V.14). 


Exerciţii 


1. Să se precizeze semnul numerelor: 


a) sin 5 + sin 4, b) cos 2 + cos 4, 
e) sin-2E — sin 4%, cos 11£, 
6 3 6 
* 3 
cos E — cos A R 
e) sin 7 cos 18—2——, ha — tg 25 
/ sin 25£. — sin E La 25 
a 9 + 5 
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2. Folosind graficul funcţiei sin, schiţaţi graficele funcțiilor 


a f:R=R,f(a) = Isinzi, b) g:R—R, (a) = sin zl. 


8. Să se reprezinte grafic funcţia 
Ț:R=R, flo) = sina ia, 


4. Folosind graficul funcţiei tg, să se schiţeze graficul funcţiei 
T:R—ot—R, fl) > ltgzi. 


$ 7. Identităţi condiţionate 


Unei egalităţi intre două funcţii i se mai spune identitate. De exemplu, 
toate formulele din $ 2 — $ 5, puse în chenare, sint identități. 


Dacă valorile funcţiilor / şi g sint egale numai pentru o submulțime din 
„domeniul lor de definiţie, atunci g() = /(z) se numeşte identitate condiţio- 
nată. Această noțiune se extinde şi la cazul mai multor variabile. 


Eremple 


1. Dacă a, b, c sint măsurile unghiurilor unui triunghi, atunci 
cosa + cosb+-oosc=1+4 sin 2 sin 2 sin -€. 


Soluţie. Egalitatea este o identitate condiţionată, deoarece este verificătă 
numai de acele valori ale lui a, b, c pentru carea + b + e =. Dinc=r-— 
— (a + b), rezultă 


cos a + cosb + cos e = (cos a ++ cos) — cos(a + b) 


= 2 cos 2? cos 2 (2 cos 22 1) 


2 ki 
1+ 2 cost? (cos £ L cos SE)” 
2 2 2 
+d a d A a Mie e 
1 a in £ sin — = 1 + 4 sin £ sin sin. 
+ 4 cos sin 2 sin 2 + 4 sin € sin £ sin € 


Observatie. Identitatea putea fi demonstrată şi pornind de la transformarea sumei 
cosa + cosb + cose +, costa + b + c) în produs, aşa cum se va proceda în exemplul 
următor. 


2. Să se transforme în produs suma 
S = sin z + sin y + sin z— sin (z+7y+2) 
şi să se scrie identitatea condiţionată de z+y+z=s. 
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Soluţie. Se scrie succesiv E 


V — 2 com Et 25 sint 


s=2 sin E cos 


2 sin EtY (cos E—Y — ca Ey + 25 
2 2 2 


N 
4 sin ZEY sin ET? sin ve, 
2 2 2 


identitatea condiţionată 


Scriind sub această formă suma, se obţin: 
dacă z+y+z=s, atunci 


sin 2 + sin y + sin 2 = 4 cos Zcos Y cos + 


Identitatea condiţionată poate fi demonstrată prin procedeul de la exem: 
plul 4, tără a folosi suma S. 


3. Dacă artei şi ad, ep hr k E Z atunci 
tgatgb-+igbigc+tgctga=4. 
Soluţie. Dacă a4+b rZ, rezultă ce g 0. Deci 
tgatgb + tg bigce+ tgctga =toatgb + 
+ ga + tg d) t(3—a—0)= tpatab + aa 
Ptgatgb+1—tpatgb=t. 


Dacă a+b= 73 rezultă c=0. Din a-2-—, rezultă tgatgb + 


Fig biaettgctga teb te(£ 2) tebetgb =1. 
4. Dacă ațb-te+d=2kn, k E Z, să se arate că sin a + sinb 4 


+ sin c+ sind = (—1)hti 4 sin 2? sin *+-€ sin se, 


Soluţie. Din d = 2kr — (a+b + e), rezultă sind = — sin(a+-b+ o). 


Contorm exemplului 2 avem 
sin a + sin b + sin e — sin(a + b + 6) = 4 sin 2 sin 2 sin b-te, 


o + 
2 


Deoarece arme că + 4 rezultă 


sin be = sin (n ra cos ka sin at € 1 sin sd 
şi egalitatea este demonstrată. 
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Exerciţii 


1. Dacă 2 = y + z, să se arate că: 


a) tg z-+ctgy+octgz = tgzctey ctg pentru-cos 2 0, sin y d 0, sinz0. 
b) cos z+ cos y+coszți=4 cos-2 cos Y cos 2. 


2. Dacă a + b e = 247, ke, atunci: 


a) sin a + sin-b ++ sin o = (—1h+: 4 sin in 2 sin-€. 
») cos a «+ cos b -+ cos e +4 = (—1)h & cos 2 cos E cos 2-, 


B. Dacă 3 cos î-+ 4 sint +5=0,atunci tg tt clga—7=0. 
Indicaţie: Dacă z = cos t şi y = sin t,'rezolvind sistemul 32 + ây + 5 = 0şiz + 


+ pi = 1; so obţine cost = -2 și sin = 2. Cu aceste valori egalitatea a 


doua este verificată. 


4. Dacă 3 cost + 4 sint + 5 = 0, să se arate că sin 26 = Fa Reciproca este 


adevărată? = 


Indicaţii. Prima egalitate este aceeaşi ca şi în exerciţiul precedent, deci cost = 


sin t= -2. Deoarece egalitatea sin 24 = 2 este adevărată şi pentru 


în = Ze reciproca nu este adevărată. 


Capitolul 


VI 
Ecuaţii trigonometrice 


$1. Relaţii, funcţii 


Fie două mulţimi M, şi M, şi o proprietate referitoare la perechile 
ordonate (z, y), unde z € M, şi y E M,. Mulțimea tuturor perechilor ordo- 
nate (z, y) ale produsului cartezian M, X M, care fac adevărată proprietatea 
dată se numește relație. 

Ezemple. 1. Dacă z € (—2, 1,2, 3), y € 4—1,2,5, 8, 12, 15) şi proprie- 
tatea dată este y = 3z — 1,.,avem relaţia 

Ru (02, 05), 88 
2. Dacă z E R,y € R şi proprietatea dată este y = 32 — 4, avem relația 
Ra = Uz) ly=32—1,2ER,yeRh). 
3. Dacăz € R,y €[0, +-oo) şi proprietatea dată este y = z?, avem relația 
Rs = (2 ly=z, zER, y €El0, +oo)). 
4. Dacă z € (—3, 3, 4), y e ţ—4, —3, 3, 4) şi propriețatea dată esto 
2 + 2 = 25, avem relația 
Ra = ((—8, —4), (—3, 4), (3, —4), (3, 4), (4, —3), (4, 3). 

Relaţiile A, R4, R din exemplele 1, 2, 3 sint relaţii funcţionale sau funcţii, 
deoarece orice element din prima mulţime este asociat cu un singur element din 
mulţimea a doua. Relaţia 'R, din exemplul 4 nu este funcţie, deoarece un ele- 
ment din prima mulțime, de exemplu 3, este asociat atit cu —4 cit şi cu 4. 
Deci în timp ce orice funcţie este o relaţie, nu orice relaţie este funcţie: 

Dacă într-o relaţie se schimbă între ele elementele componente ale fiecărei 
perechi ordonate se obţine așa-numita relație inversă a relaţiei respective. 
Dacă R este o relaţie, inversa ei se notează cu R-1. Relaţiile inverse ale rela- 
jiilor din exemplele 1, 2, 3, 4 sint: Ri! = (2, 1), 6.2, 63) 

((z, Wlz=3y—1,zEeR,yeR). 
ţa plz=p,yeR, z e10, -roo)i, 
= U—4, —3), (4 —3), (—4,3), (43), (—8,4), (8,0)7 
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Fig. VIA Fig. VI.2 Fig. VL.a 


Funcţiile fiind relaţii, ele au relaţie inversă. Dacă şi aceasta este funcţie, 
atunci ea este funcţia inversă a funcţiei date. 

De menţionat este faptul că, deși Ry este funcţie, inversa ei Ry! nu este 
funcţie. Într-adevăr, de exemplu, numărul 9 este asociat prin Bş! atit, cu —3 
cît şi cu 3 şi nu se respectă cerinţele definiţiei unei funcţii. 

Relaţiile ale căror elemente sint perechi de numere se numesc relaţii nume- 
rice. În acest capitol ne vom gcupa numai cu relaţii numerice. 

Locul geometric al punctelor din plan ale căror coordonate sint, elementele 
unci relaţii se numeşte graficul relaţiei. 

Graficele relaţiilor R şi R1 sint simetrice faţă de prima bisectoare (dreapta 
de ecuaţie y — z). Într-adevăr dacă P(a, b) este punct al graficului lui F, atunci 
P'(b, a) este punct al graficului lui R- şi ecuaţia dreptei perpendiculare pe 
dreapta PP" prin mijlocul segmentului (PP') este y =. 

Graficele relaţiilor A, şi Ri! din exemplul 1 sint reprezentate în figura 
VI.4, cele ale relaţiilor Ra şi Ră! din exemplul 2 în figura VI.2 și cele ale rela- 
ţiilor Aş şi Kg! din exemplul 3 în figura VI.3. 


$ 2. Inversarea funcţiilor trigonometrice 


Funcţia sin: R —[—4, 4], y = sin z nu admite funcţie inversă. Într-adevăr 
în relația : 


sin = ((z, Wlz = sin y, zEl—1, 1], yen) 


: Pi 1 : PRR : 
acelaşi număr, de exemplu -. este asociat cu o infinitate de numere dis- 


tinote de forma € -+ 2kx, k € Z şi de asemenea, cu € -+ 2im, k E Z şi se 


contrazice definiţia funcţiei. 

Graficele funcţiei sin şi cel al relaţiei sin- sint reprezentate în figura VI.4 
(sînt simetrice faţă de prima bisectoare). Din grafic rezultă că unei valori 
date lui z din intervalul [—4, 1] i se asociază o infinitate de valori ale lui y 
astlel ca z = sin y- 
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Fiea € [—41, 1]. Mulțimea valo- 
rilor lui y, astfel ca a = sin, se 
notează cu sin a sau se mai obiş- 
nuieşte să se noteze cu Arcsin a. 
Denumirea Arcsin provine de la 
faptul că funcţiile trigonometrice sint, 
definite cu ajutorul funcţiei F de 
acoperire universală a cercului, 
care aplică intervale ale dreptei 
reale R pe arce ale cercului uni- 
tate C. 

În mod analog, funcţia cos: R— 
= 1-1, 1], y=cosz, nu admite 
funcţie inversă. Vom folosi notații 
analoage cu cele de la funcţia sin. 
Mulțimea valorilor lui astfel ca 
b = cos y'se notează cu cos1 d sau 
Areccos b. 

Graficul funcţiei tg: R—A4—R, y=tg z şi cel al relaţiei tg! = ((z, 9) | 
z=tpy, zER,yeEeR— A) sint reprezentate în figura VI.5, a și respectiv 
VI.5,b. Se observă că relaţia tg”! nu este funcţie. Dacă c = tg, atunci y & 
E tg! c sau y € Arctg ce. 


Fig. VI-& 


Bta? 


Fig. VI.5 


$ 3. Funcţiile arcsin, arccos, arctg 


Fie numerele reale date a, be, (a, 5 €E[—1,1),c € R). Mulţimile Aresin a, 
Arccos b, Arctg c introduse în paragraful precedent au o infinitate de ele- 
mente. Ne.propunem să distingem în fiecare din aceste mulțimi cite un ele- 
ment, cu ajutorul căruia să putem exprima toate celelalte elemente. Rezol- 
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varea acestei probleme se poate face folosind alte funcţii care sînt restricţii 
potrivite ale funcţiilor sin, cos, tg şi care să fie inversabile. Aceste restricţii sint: 


Ea 
[=5 Zona my 
cos:[0, n] —[—41, 1], y = cos = cos z, 
tai, 2) i ia 
tei 43 23) R, y=—tgz=—tgz. 


sin z = sin z, 


sii 


Dacă numărul real z parcurge intervalul [== 2] de la — 2 la E 


numărul Sin z parcurge intervalul [—4, 1], de la —1 la 1, trecînd prin fiecare 
punct al acestui interval o singură dată. Deci funcţia sin este bijectivă şi 
admite inversa sin i, care se notează cu arcsin şi se scrie 
aresin: [—4, 1] = [=3: zu = aresin z. 
In mod analog se poate arăta că există funcţiile inverse ale funcţiilor 
cos şi tg, care se notează cu arccos și arctg și se scriu astfel: 
arecos: [—1, 1] —[0, n, y = arccos z şi arcta:R -(— ED y = arotg z. 


Graficele funcţiilor aresin, arccos şi arctg sint trasate cu lihie continuă re 
pectiy în figurile VI.6, VI.7, VI.8. Cu linie întreruptă sint trasate graficele lunc- 
ţiilor sin, cos şi tg pentru a se vedea simetria faţă de dreapta de ecuaţie y = 7. 


yp-arcta x 


Fig. VI.8 
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Aplicaţii 
1. Să se calculeze: 
a) aresin-4, b) aresin (172), c) arecos(—1), ay/arote (— 43). 


3]: 


Soluţie. a) Din arcsin 4 — y, rezultă sin y =1, y € [- 


Desi = 7 și arosin 4 =. 
B) Din 'arcsin (2) = p, ezită siny= VE şi ye [=32] 


Dar siny= WE. Deci y = 2şi arcsin (=) =z- 
y, rezultă cos y = — 2 și y ELO, n]. Dar (—1) cosy=. 
Li 


c) Din arecos( —2- 


7 şi —1 = cos, 0 = sinz. Deci cosmeosy ++ sin sin y = cos 2» 
cos (n — y) = tos ten —y = E. Aşadar y = — și arecos( 


w, rezultă tg y = — VE şi ye 
vă 
vai 


d) Din arotg (— 


Deci arctg (— WE 


„te (—p = 


2. Să se calculeze: 


a) cos (arcsin =) b) sin (nrecos =) c) tg (aresin = + arotg 


: Sa ăi 
Soluţie. a) Deoarece arcsin-+ = £ , rezultă” cos(aresin 3) = cos E 
z 


şi z E [0, x]. Deoarece sin z > 0, 


b) Din arecos = z, rezultă cos 


13 
sin z = VI cost z = 8 Deci 
Ș 5 : 1 
sin (arccos; 2] — sin z = 12. 
3) 13 


4 


= E d A 
o) Dacă arosin + = z, atunci sinz= + și z € ( = . Deoarece 
5 5 


cos z > 0, cosz=— 1 siniz — 2. Deci Mpa = sa o, La fel, din 


cos z 
2 ă 32 în a (0 
arotg = ge = we reziătă te = zi Aşadar „te (aresin î + arctg 2) 
tg +.tgy  _ 3002 + 7) 119 
climat) 1—tpztgy —O—O72—28 aa 


3. Dacăa E[—1,1];b E[—1,1],c E R, să se arate că: a) sin (arcsin a) = 
= a, b) cos(arecos b) = 5, 
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c) tg (arctg c) = ce. d) sin(arecos d) = VI 53, E 
e) cos (arcsin â) = VI-a. 1) tg(arecos a) = VIE az0. 
8) arosin a + arecosa = £. 


Soluţie. a) Din arcsin a = z, rezultă sin z — a, z E |= 3 


Deci sin(aresin a) = sin 2 — a. 
Egalităţile b) şi c) se demonstrează în mod analog. 
d) Din arccos b = z rezultă cosz = b, rE(0, 7]. 


= VI—5E. Aşadar sin(arecos b)= 


Deci sin z >0 şi sinz = |/1 = cos? 
= sin z și egalitatea este demonstrată. 

e) Se demonstrează ca în cazul d. 

î) Din arccos a = y, rezultă cosy = a, y E[0, x]. Deci siny >0., 


Dar a 40, deciye€ [o, Zu (Sa Așadar 


tg(arccos a) = tg y = 


cos 


8) Egalitatea rezultă: din sin(aresin a) — sin (3— arecos 0) =a. 


4, Să se arate că, dacă a €[—1, 1], pb €[—1, 1], ceR, atunci: 
a) arcsin (—a) = —aresin a, b) arecos (—b) = m — arecos b, c) arctg (—c) = 
= — arctg e, d) cos (4 arecosb) = 8bt — 8p2 4-4. 

„Soluţie. a) Din aresin(—a) rezultă sin z = —a, —sin z = a, sin(—z)= 
= a, —z = aresina. Deci arosin (—a) = z = —aresin a. 

b) Din arccos (—b) = z, rezultă cos z = —b, —cos z:= b, cos m cos & + 
+ sin x sin z = b, cos (n — 2) =b. Deci n — z = arecos b și arccos (—b) = 
= 2 = m — arccosb. 

c) Se demonstrează ca în cazul a). 

d) Din arecosb = z, rezultă cosz — b. Deci 


cos(4 arecos b) = cos 47 = 8 cost z — Scostz + 1 — 8 — 8p2 4 4. 
5. Dacă z € (—co, 0)U (0, -+co), să se arate că: 


arctg 7? + arctg Ei Ş 
Fa 


Soluţie. Se observă că tg (arctg 23) —z2 şi te (= arctg =) 
E: 
1 


15.(arctg = 
0 


= a. 


1 
zi 
= 


ct (arcta-1-) 
= 


Inscamnă că arctg z? = E — arctg-Î- + km, k E Z, egalitate care se! 
z 
mai serie: 


arctg z2 + arctg = km, k E Z. 
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p1E 
za 


Deoarece z? > 0, arcte z: € (o, 2.) şi arctg- € Deci arctg z? 4 


+ arctg Î- € (0, z). Aşadar egalitatea poate avea loc numai pentru: k = 0. 
= 


6. Dacă z > 1, să se arate că 
22 
2 arctg z.+ arcsin 2 


Soluţie. Pentru z = 4, egalitatea este verificată. Presupunem că 2 > 1 


PE A E Aia! Ai ; 2 tglarcte 2) 22 
şi fie y = 2arctgz, z= arosin „a: Atunci tgy galerie 3) aa 
şi tam — 2) = —tgz. Deoarece z > 1, z€ (4 3) şi cos z > 0. Avem sinz= 

zei a si) pa i safe taie Ata 
a şi oos z FTP CRT Deci tus a i (a) 


Din tgy=tp(m — 2), rezultă y=r—zthkr kEZ. Sin- 


= 
gura posibilitate este k& = 0, deoarece 7 < arctg z < 2 „ iar z este situat in 
intervalul (6, 3). Aşadar egalitatea este demonstrată. 


Enunţul se putea da şi sub forma: Să se arate că 


PU, -+eo) —R, f(z) = 2arotg 2 + aresin = ai 


este o funcţie constantă. 
Rămine ca exerciţiu să se arate că 
22 
i+a 


g:(—co, —1]—R, g(2) = 2arctg z + arcsin 


este o funcţie constantă şi să se determine acea constantă. 
Funcţia h: (—1, 1) —R, h(z) = 2arctg z + arosin 


22 nu este con- 
[e 


stantă. peria se pot găsi două valori distincte ale ei. De exemplu, h(0) = 


=0 şi n (12) zarcte 42 + arcsin VI = 25. 
3 3 


1. Să se afle numerele: 


a) arccos -L-, b) arcsin (- V3), c) sin(arcte 3), 


4) te (arccos VE + 4 area Vă 4) e) sin (arcsin 2. + aresin 
1) sin (3 arsi). 


2. Dacă z = 2 arctg-. să se calculeze sin z şi cos z. 
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3. Să se determine z asitel ca 


arctg + arctg z= an 7 
4. Să se arate că: 
3 si 6 Ei 
a) arecos-V-9 +- arecos IE o unueoni A za ; 
7 24 336 
AI, 21 — aresin 335, 
b) arcsin ze + arccos e i 


c) Dacă a şi b sint, numere reale, a z 0, să se arate că 


—3 3 5 
1) arctg —2— — arctg 27 — — arctg 2, e < 2. (De ce? 
ardea e ze ruj car gel y 


sin e + 2 cos 2 
cos z — 2 sin z 
5. Să se rezolve ecuaţi 


= ig(z + arctg2), ipz d E . 


a) aresin — + arccos £ = 
a 5 


b) arctg z + arclg 4 + arctg — 


e) cos(3 akecos z) = cos(2 arccos z)'+- 1. 


$ 4. Ecuaţii trigonometrice fundamentale 


Fie fuicţia f: £ = R, y = f(2), unde £ c R, iar /(z) depinde de z numai 

prin intermediul funcţiilor sin, cos, tg, ctg. O egalitate de forma 
12) =0 
se numeşte ecuație trigonometrică. . 

Există ecuaţii trigonometrice verificate pentru orice valori date variabilei 
(identitățile), ecuaţii verificate numai pentru anumite valori date variabilei 
şi ecuaţii care nu sint verificate pentru nici o valoare dată variabilelor (de 
exemplu sin z = 2). 

Valorile variabilei care verifică ecuaţia trigonometrică se numesc soluţii 
ale ecuaţiei. A rezolva ecuaţia înseamnă a-i afla soluţiile. 

Ecuațiile trigonometrice sin £ = a, cos 1 = b, tg = c se numese ecuaţii 
trigonometrice fundamentale. Contorm paragratului 2, soluţiile acestor ecuaţii 
sint respectiv elementele mulțimilor Aresin a, Arecos b, Arctg c. 

Bcuaţia sin t = a. Deoarece sin t E [—1, Î], VrE R, ecuaţia are soluţii 
dacă şi numai dacă a € [—1, 1]. Pentru fiecare valoare dată lui a, pe cercul * 
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Fig. VL.9 Fig. VI.10 


unitate C există cel mult două puncte de ordonată a. Într-adevăr, din sin t = a, 
rezultă cos t= + VI? Deci cele două puncte sint M,(V/T—aă, a), 
MA(—VTaE, a) şi avind abscisele numere opuse şi aceeaşi ordonată, 
sint simetrice faţă de axa ordonatelor (figura VI.9 pentru 0 sa =! și ligura 
VI.10 pentru —1 <a <0). Există un singur punct cind a = 1 saua = —1. 
Dacă se cunosc două soluţii ale ecuaţiei, corespunzătoare celor două puncte 
M, şi Ma, celelalte soluţii se pot scrie cu ajutorul lor. Conform definiţiei func- 
ţiei aresin, o soluţie a ecuaţiei sin £ = a, este 4, = aresin a, deoarece sin n = 
= sin(aresin 2) a. Deci F(1) = M4(VT— a, a). De asemenea, deoarece 
i i - tu = — aresin a este o a doua soluţie 
—VT— a, a). Ţinind seama de periodicitatea funcţiei F, solu- 
ţiile ecuaţiei sint=—a, sint Arcsiha = (arosina + 2kr |k E ZU (nt — 
— arosm a -+ 24x |k E Z). 
În particular, ecuaţia sint = 1 are soluţiile 


Aresin 1 = +2 k ez). 


ecuaţia sin t = —1 are soluţiilă 
Aresin (—1) = [= + 2im |k€ z) 
şi ecuaţia sin t=0 are soluţiile 
Aresin 0 = (An | E Z). 
Exemple. 1. sin 2 = 2. Ecuația are ca mulțime a soluțiilor Aresin = = 
= sin-i 3 = (arosin = + 2lez | xez)u li = aresin £.-+ 2lex | rez). 


E 1 A ! a : 
2. sin z = — 2... Deoarece aresin (3 =) = — E, ecuaţia are ca mulțime 


( 
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a soluţiilor. 


sin 


—3)= + 2elrez)u E + amin ez). 


Obsercaţie. Deoarece 


Aresin a = ((—1)2% aresin a + 2kx | E Z)U ((—1)'ă+1 arcsin a + (2: + Ir |keZ) 
prin efectuarea operaţiei de reuniune, rezultă 


(1) Arcsin a = f(—1) aresina + kr |k E Z). 
De multe ori este comod ca mulţimea soluţiilor ecuaţiei sin (=a, a€ 
€E[-—1, 1] să se reţină sub forma (1). 


Ezemplu 3. sin 2 = — Z .. Deoarece aresin ( — =] = —aresin A, avem 


z E [(—1 i arosin + Hz | ke z). 


Ecuația cos ! = b. Deoarece cost E[—1, 1], Vr E R, ecuaţia are soluţii 
dacă şi numai dacă b €E[—1, 1]. 

Dacă b este dat, din cos t = B, rezultă sin (= + |/î 52. Înseamnă că 
pe cercul unitate C există numai două puncte M, (5, /1— 52) şi M, (6, 
— V/1 — 22) de abscisă b. Aceste puncte sint simetrice față de axa absciselor 
(figura VI.11, pentru b > O şi figura VI.12, pentru b < 0). Deoarece cos t = 
= b şi cos (—1) = cost = b, numerele arccos b și fa = —t, = —arccos b 
aparţin mulțimii Arecos b şi F(r) = Ma, F(la) = M,. Periodicitatea funcţiei 
Hi! ne dă posibilitatea să scriem 
(2)  Arccos b = farccos b -+ 2hz |k E Z)U ţ—arecos b + 2ir |k E Z). 

În particular, soluțiile ecuaţiilor cos 2 = 4, cost = —1 şi cos t = 0 sint 
respectiv: A iz 

Arccos 1 = (2kx |k € Z), Arccos(—1) = (n + 2in |k E Z) şi 

Arccos 0 = (Zr Ixez). 


1 
Ezemple. 1. cos 2 = A. Deoarece arccos 2 ss z, rezultă 


îi o (gaina zu — 2 ramine). 


Fig. VI. 1 Fig. VI.12 


sa + 153 


fî3,-c) 


Fig. VIA3 Fig. VL.14 


„. Deoarece arecos ( a ) = s— arcos 2, rezultă 


e e (n — arceos e + 2 Ie ZU (m + arecos i + zin [ke Z). 


Ecuația tg t = c. Deoarece tg t ia toate valorile reale cind E ( 2, =). 
ecuaţia are soluţii, oricare ar fi valorile reale ale lui c. Atunci cind c este dat, 
pe dreapta de ecuaţie, z = 1, există un singur punct 7, care are coordo- 

" matele (1, e). Dreapta OT (figura VI.13 pentru c > 0 şi figura VI.14 pen- 
tru c — 0) intersectează cercul C în punctele M, şi Ma. Dacă ti — arctg ce, 
atunci F(t) = M, şi Fir + n) = My Deci tg = cşita(r +) =c. Ținind 
seama de periodicitatea funcţiei tg, soluţiile ecuaţiei tg? = c sint 
(3) Arctg e = farctg c + kr |k E Z). 

Exemple. 1. tgz = 5. Mulțimea soluţiilor. este 

Arctg5 = farctg5 + kr |k E Z). 


2. tgt=— V3. Deoarece arctg(— |/3)= —arctg /3= d rezultă 


1 € Arctg (— Va=(=2+mlkez). 


—4, rezultă tg z = + şi 


3. ctg z = 


z€ (2 -[- arctg-L «+ kr |k ez). 


4. ctg e — 0. În acest caz nu se poate apela la funcţia tg, dor SE — 
sin 2 
De aici cos z 


-0 și sinz 7 0, sau 
zel ez). 
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Aplicaţii. 1. Să se rezolve ecuaţiile 
a) sin f(z) n g(z), b) cos f(z) = cos g(z), e) tg f(z) = tg e(2), 
unde f şi £ sint funcţii definite pe aceeaşi mulțime A C R. 
Soluţie. a) Ecuația se scrie succesiv: sin f(z) — sin g(z) = 0, 
Piz) + al) sin Pa) — eta) 
2 


2 cos sin — 0. Ecuația are soluţii dacă şi numai dacă 


există un număr întreg k astfel ca 
Piz) +a(m) = n + 2km sau f(z) — g(7) = 2kr. 
b) Scriem ecuaţia succesiv: cos f(z) — cos g(2) = 
[la + ala), sin al) — 72) — 0, 
2 2 : 


2 sin 


Constatăm că are soluţii dacă şi numai dacă există numărul intreg /: astfel ca 
[(z) + a(z) = 2kr sau g(z) — f(z) = 2kr. 


sinl/(z) — az) 


= 0. Are soluţii dacă și numai dacă 
cos f(z) cos ala) 


c) Ecuația se. scrie 


există numărul întreg k astfel ca 
[z) — a(2) = kr, cos f(z) 40, cos g(z) 70. 
2. Să se determine mulţimea valorilor lui z astfel ca: 


a) cos 4z = cos z, b) tg 3z=tgz, 
c) sin Bz = cos 27, d) sin (22 + 2) = sin (2 + 1). 
Soluţie. a) Conform aplicaţiei 1. obţinem 42, = + 2, + hr, kEZ. 
Deci: zi = Ze sau zi = e. Soluţiile ecuaţiei sint elementele mulțimii 
2kr 2kr 
ja le zu (e inez). 


b) Se obţine 3z, = za + hm, k E Z sau a, kEZ. Dar cosz 


70 şi cos 3240. Aşadar zE (ir |kEZ). Ă 
c) Din sin 5z = sin (3 = 27), rezultă” 5z, = Cm(3 = 27) + ar, 
k € Z. Soluţiile ecuaţiei sint elementele mulţimii 
| (mt mă kr inca]: 
52 


"4) Avem za air, REZ sau rar 
—1 2hkm, k E Z. Rezolvind ecuaţiile de gradul doi şi punind condiţiile 
de existență ale radicalilor, soluţiile ecuaţiei sint eJementele mulțimii 


(et (VII |k e NU (— VIP 2 |k E NYU 
U 4-1 + VERI Dr lkENUI-I — VE Dr lreN). 
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Exerciţii Ș + = 


Sa se rezolve ecuaţiile: 


a) cos âz = ED b) cos|z + 
€) sin 3z = cosz, d) tg Bz 1, 
e) tg 22 te(2 + = 1) sin) = sin z, 
g) sinz= IE L. ; 
Soluţie. Caleulind sin 5z, se obține sin5z = 1, deci ax = ta, vez. 
Deoarege 0 < sin z < Ea se păstrează din intervalul [0, 2x] numai soluțiile 2 = z 
“sia=rr îi — Ei „"Ţinind seama de periodicitatea funcţiei sin, soluţiile ecuaţiei 


sint elementele mulţimii 


(3 aiminezlu (33 + zimi ez) 
10 10 


$ 5. Ecuaţii trigonometrice care se' rezolvă 
cu ajutorul unor ecuaţii din algebră 


Citeva exemple sint suficiente pentru a lămuri unele situații mai impor- 
tante care apar atunci cînd se rezolvă asemenea ecuaţii. 

1. 2 sin2z + sin z+ 3=—0. Se notează sinz = y. Rezultă 22 4-y + 
++ 3 = 0. Deoarece A = (—1)2 — 24 = —23 <0 
real, ecuaţia nu are soluţii. 

2. costz — 5cosz+6=—0. Daci cosz =, rezultă pi —5y+6=0. 
Deoarece y, = 2, ya = 3 şi deoarece cosz ş 2, cosz 7 3, ecuaţia nu are 
soluţii. h 

3. 2 cost — A cost 5 = 0. Dacă cost = z, rezultă 22 — 11 z4+-5 = 


= 0. Aşadar z, = E şi za = 5. Cum cos t ş 5, rezultă cost = 7 şi ecuaţia 


deoarece sin z este număr 


are soluţii. Deci 
: ețe ra ke Zu (5 rm rez. 
A. sinzt — 44 cos2t — 41 sint-+ 16 —0. Ecuația se mai serie sin?/— 
144 — sin2 1) — 41 sin £-+ 416 = 0,15 sint —41 sint + 2=0. Punind 
sint = z, rezultă 15z2 — 412 + 2—0. Deci 2, = Z sau za = Din 


Ze: 
: IPP 2 x [- PRE Pe 
sin = şi sin = 2, rezultă că soluţiile ecuaţiei sint elementele mulțimii 


(m aresin Ex + in |k E z) U (m aresin 2: -+ fr | & € z). 
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b..tg2t — 3tg14+ 2=—0. Dacă tgi= z, rezultă z2— 32 4+2=—0. Deci 
2, =1 şi za = 2. Rezolvind ecuaţiile tg: = 1 şi tgt = 2, rezultă 


E (+ in la E ZU tarotg 2 + în |k € 2)- 


1 
tz 


6. tgpz-+otgz= Ea „ Ecuația se poate scrie sub forma tgz-+ = 2 


sau 2tgz —5igz+ 2==0. Se obține tgz=- şi tgz=—2. Soluţiile 


i 


ecuaţiei sint elementele mulți 
(arcte + km |k € zu (arctg 2 + han |k € Z) 


7. acost?z + tgz = ete „a €(2, -+eo). Făcind substituţia tgz = y 
se obține ecuaţia 2y4 — ay? + a — 2 = 0. Rezolvind ecuaţia în v2 și apoi reve- 


mind la substituţia făcută, rezultă tg2z = 1 sau tg2z = 422. Deoarece 


a E [2, -+eo), rezultă că tgz=1, tgz 1, tgz DI, tz= 


— "72. soțiile ecuaţiei sint elementele mulţimii: 


(ot m e Zu (+ mr e z]u 


ga 


Exerciţii 
Sa se rezolve ecuaţiile: 
1. 3sintz + 2cosz—1=0 
2. 2 cost z — (2a + 1) cosz+a=0 


Indicaţie. Rezolvind ecuaţia de gradul doi se obţine cos 2 = 4 sau cosz = a. Solu- 


țiile acestor două ecuaţii sint şi soluţii ale ecuaţiei date (ecuaţia cos z = a are soluții dacă 
şi numai dacă a e[—1, 1)). 


3. cos 22 + 2 sin 2 — 3 = o. 4. sin 2 + iz. 5. sint 7 + cost a — A 
6. tgz + sin2z—2=0, 
Indicaţie. Se face substituţia tg z = y şi se obţine 


(9 — 1) (pi —y+2)=0 
Rezultă 


= (+ imlnez). 
7. 6ctgz + 6tg2z+5=0. 


ta, 3s sin 0. 
sin 2 


B. sin 2 + 2 cost 2 + 
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Indicaţie. Se face substituţia sin z = 1 şi se obţine 
(t—Dee+t+n)=o. 


Rezultă ț 
: ze (3 + im rez). 
[] 2 SI 
9. ce sin? — = 3 
ce 2 + sina aa 
$ 6. Ecuaţii de forma a cost + bsint4+cec=0 


Presupunem că a 7 0 şi b ş 0. În caz contrar ecuaţia ar fi de tip lunda-— 


mental. * 
Pentru rezolvarea acestei ecuaţii există mai multe metode. Prezentăm 


numai unele dintre ele. 

Metoda |. Constă în determinarea punctelor F(1) = M(cos t, sin t) situate 
pe dreapta de ecuaţie az + by + e = 0. Deoarece cos?! + sin?t = 1, punind 
a = cost, y = sin t, determinarea numerelor cos t şi sin ț se reduce la rezolva- 
rea sistemului format din ecuaţiile az + by + ec =0 şi z?2 + gt = 1. Sistemul 
este echivalent cu sistemul 

(a2 + b)z2 + 2acz + c2 — 2 =0, 
dz +e 
(ici 

Ecuația de gradul doi în z are soluţii reale dacă şi numai dacă (ac) — 
— (02 + 02) (2 — b3) >0 sau 
(4) a + b? > ca. 

Dacă a? + b > c2 sistemul are două soluţii distinote (zu, i) şi (Za 2), 
iar dacă a: + b2 = ce? sistemul are o singură soluţie (Zo Yo). Soluţiile ecuaţiei 
se determină ţinind seama de poziţia punctului corespunzător fiecărei soluţii 
pe cercul unitate C. z 

[zemple. 1. cos t + 8 sin t— 7 —0. În acesteaza=t1,b=8,c=-—7, 
a? + b2 = 65 şi c2 — 49. Ecuația are soluţii deoarece a2 + b2 > c2. Rezolvind 
sistemul format din ecuaţiile z + 87 NI O şi z24+ 2 1, unde z = cos 4 


şi y = sint, se obţin soluţiile (f3 ş 5) şi ( A 


Punctul ma i) 
5 5 
este situat în cadranul I al axelor de coordonate, iar punctul Ma (= e Sl 


iar 


în cadranul 17. Din sin = 2 rezultă £ e  aresin = + dir | ke Z 


din sin 4 = , rezultă + € (n — aresin = + 2hr | k E z). Soluţiile ecua- 
ţici date sint elementele mulţimii 
(aresin £ + am | kE Zu (n — aresin 2 + 2z| k E Z. 


158 


3. 5 cost—2sint—3=0. Avem a=V/5, b=-—2, C=-—3, 
a2+ b2 = 9, c2 = 9. Deoarece a2 + b? = c2, sistemul zV/5 — 2y — 


„a? + 92 =1, unde z = cost, y= sint are singura soluţie (ice 


Punctul corespunzător acestei soluţii este situat în cadranul IV, deci 


e (-aresin 3 + 2hr | ke z). 


3. (m2 — n?) cost + 2mn sint —1 — m?—n2=0. Avem a=m:-—nă, 
b = 2mn, ce 1—me—n, ab = (m n, ce (1 m+ ni), 
Deoarece a? + d? <c?, Vm E R, Vn € R, ecuaţia nu are soluţii. 


Metoda II. Teoremă. Oricare ar fi numerele reale a, ba bi 40 
există numărul real unic a E[0, 2m) asttel cu cos 
=VaăErhi sint + a). 


„Demonstraţie. Dacă S = acost + b sint, rezultă 


D sint 


s 
= = [i : 
Pa Za + za ga sin e 


Numerele Pa şi == reprezintă sinusul respectiv cosinusul aceluiași 
număr real &, « E[0, 2m) deoarece suma pătratelor lor este egală cu 1. 


s ; f i : Ea î 
Aşadar așa sin & cos t 4 cos a sin t = sin(a +- £) şi existenţa lui « este 
demonstrată. Unicitatea lui a, « € [0,-2x) rezultă înlocuind £ = 0 şi t = 5 în 


relaţia acost+ bsint= Vai bisin (+ a). 
Ca aplicaţie a acestei teoreme este metoda II de rezolvare a ecuaţiei 
acost-+ bsint+e=0. . 


Ezemplu. cos z + V3sin 


V2. Avem Vai di = 2. Înseamnă că 
Vz 


EI VE a pia Vă 
3 cos z + Va” sin z = Va” sau sin T-cosz + cos? sin z = Vi 


Deci sin (2 + 5)=sin E. Aşadar a + E=E2im, kEZ sau 


(2 a 2) + 2m = E, k € Z. Soluţiile ecuaţiei sint elementele mulţimii 


(3 + aim ke z)u (75 + ame ez) 


Un ezemplu pentru cazul cind ecuaţia nu are soluţii este următorul: 
2 sint + 3cost4+ 15 =0. Condiţia de existenţă a soluţiilor stabilită la 
metoda 1 arată că această ecuaţie nu are-soluţii. Folosind metoda II, ecuaţia 
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. : 2 a 
se scrie sub . forma sin(e + 1) = Pa unde a = arceos, 15. Deoarece 


15 de Ă : = 
— 3 nu aparține intervalului [—4, 41] ecuaţia nu are soluţii. 

Observaţii. “1 De la caz la caz se utilizează prima sau a doua metodă în funcție de 
dificultatea calculelor numerice, 


2* Se poată utiliza o a treia metodă, făcind substituţia tz dacă ecuaţia are 


necunoscuta 7. Prin această metodă se pol pierde eventualele soluţii de forma zi = (2k +- 
+ în, ke Z, dat fiind faptul că funcţia Wg nu este definita pe toată mulţimea 
numerelor reale. 

1—.c 


eri 


Ezemplu. cos z + 2 sin z+ 1 = 0. Dacă tg = , atunci cos z = 


2 


şi sin 2 = pipi ormulele (13) şi (14) Cap." V). Ecuația se scrie succesiv 
1—e n A : z 1 

= 0, . = = - 
Tepna bg 7 d 4 2 Din te= > ar rezulta că mul 


țimea soluţiilor ecuaţiei este (- arctg + + 2 | kEZ. Rezolvind insă 
ecuaţia, de exemplu prin prima metodă, se obţin şi soluțiile (7 + 2hr | k E Z), 
soluţii, care prin substituţia făcută au fost pierdute deoarece tg ZE este ne- 


definită pentru z, =x + 2hr, k E Z. În concluzie, înainte de a rezolva 
ecuaţia prin” această metodă se verifică dacă z, = x. + 2kr, k E Z sînt sau 
nu soluţii ale ecuaţiei pentru a evita pierderea lor. 


3* In unele cazuri este indicat ca, după ce se găsesc numerele sin şi cos z 
prin prima metodă, să se aplice formula sin 27 = 2 sin z cos z pentiu a serie 
soluţiile ecuaţiei sub o formă mai potrivită. De exemplu, dacă avem ecuaţia 


(2 + W/â)cosz — sin z— V/3(1 + /3)=0, 
Vâ+vă 
: , 


utilizind prima metodă rezultă cosz sin 2 = Va 


Punctul (5-A, V22V5) cate situat în cadranul IV. Deoarece 


4 
sin 27 = 2 sin z cos 7 = — A, s-ar părea că soluţiile ecuaţiei sint elomentele 


mulţimii It) Z+ Ea le z). In realitate, deoarece cosz>0 şi 
sin 2 —0 și deoarece —2 < sin z <0, soluţiile ecuaţiei se obţin din so- 


a ecuaţiei sin 2z = — E pentru k = 4. 


luţia particulară 2 — Fa 
" Deci 
= e liga zar k E). 
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Exerciţii 


Să se rezolve ecuaţii 


1. 2 cos t— sin 1 +2=0. 2. (V7—2p/7) cost —sinr+1=0. 
3. cos e+ sin 2+/2=0. 

a. 5(4 + VEi)cos — 5 sin + 8+ 3/71 =0. 

5. 3 cos t—sin t—2=0.6 /ăcose—sint—/3=0. 


Aplicaţii 
1. Să se reprezirite grafic funcţia 
Ț:R =, fi) = sin2z. 
Soluţir. Funcţia este periodică de pericadă principală 
sin 2 (7 4 7) = sin 2z, Vz E R, punind 22 = y, se obţine sin (y +27) = 
= sin Vy€eR. Deci, dacă 7 este perioadă pentru f, 27 este perioadă 


pentru sin. Funcţia sin avind perioada principală 2r, funcţia f are perioada 
principală z- 


Funcţia f are amplitudinea egală cu 1. Punctele de pe grafiv care sint de 
ordonată maximă 1 au abscisele = + kr, k E Z. Graficul lui / se obţine din 


graficul funcţiei sin printr-o contracție de-a lungul axei absciselor. In figura 
V1.15 este reprezentat acest grafic. 


Quservaţie. Mişcarea oscilatorie armonică simplă este descrisă complet cu ajutorul unt 
model matematic implicind mişcarea circulară uniformă. Pot fi considerate cu aproximați 
mişcări armonice simple următoarele: mişcarea geamandurii în apă în sus şi în jos, pistonul 
unui motor cu combustie internă, particula de aer în timpul trecerii unei unde sonore simple 
ete, Toate acestea şi multe altele cer schițarea graficului unei funcţii de forma 


[:R=R, Az) = a costoz + d), 040, 


unde a este amplitudinea, « se numeşte pulsați 
25 


iar b se numeşte fază iniţială. Perioada 


principală a acostei funcţii este - 
a 


2. Să se arate că funoţie 
g:R—B, a(2) = sin6z + cos 152 


este periodică şi are perioada principală 2. 
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Soluţie. Fie T o perioadă. Atunci 
sin 6(z 4 7) + cos 15(z + 7) = sin 6z + cos 15z, Vz E R. 
În particular, pentru z = 0 şi respectiv pentru 2 = 3 se obţine 
sin 6 7 -+-cos 15 7=4 -| 
sin 6 7 — cos 15 7 = —4 
Din sin 6 7 = O, rezultă 7 = E, € Z, iar din cos 15 7 = 1, rezultă 


2k"x 
15 


rezultă k” = 5 k, k €Z. Aşadar 7 e, k € Z. Rezultă că orice pe- 


= „ % € Z. Prin egalare se obține k = 4. Deoarece JW € Z, 


rioadă a funcţiei g este un număr de forma 24% Je 


3 
Să arătăm că toate numerele de această formă sint perioade: 
2kn 


s(s+ 37)- sae(e+ 24) cos 15(2 + 
= sin (6 + Ghn) ++ cos (15 ++ 10Jm) = 
= sin 6z + cos 15z = g(2). 


Perioada principală este ££. 


8. Să se reprezinte grafic funcţia h: R — R, h(z) — cos 2 + sin z. 

Soluţie. Pentru a localiza punctul (z, cos z -- sin z) se adună ordonatele 
punctelor (2, cos z) şi (, sin z) pentru fiecare valoare a lui z. În figura VI.16 
se poate observa cum se obţin punctele graficului funcţiei h din graficele 
funcţiilor sin şi cos, iar în figura VI.17 este trasat graficul funcției f pentru 
z E [0, 2m)]. Perioada principală a acestei funcţii fiind 2x, pentru a ob ține cit 
dorim din graficul ei se reproduce în lungul axei absciselor graficul din figura 


VI.47. Aceeaşi figură ne indică faptul că maxh = 1(=) Vă, în 
min A =h (73) = — Vă. Intr-adevăr, din H(z) = sin z + sin (3 = 2) - 


= 2 sin E cos (2 = =) = Vâcos (2 — =), rezultă că amplitudinea acestei 


funcţii este V/2, adică VE (a d 
fa Rame 
az i 
Fig. VI.46 Fig. VI.17 


162 


Observaţie. Balansarea  pendulei, oscilaţiile dintr-un circuit electric, vibraţiile 
corzilor viorii sau ale altor instrumente muzicale generatoare de unde sonore, mișcările 
electronilor în atomi şi multe alte fenomene fizice şi biologice pot fi descrise, cel puţin în 
parte, prin func! le forma 

H:R=R, HA(2) = ao + aa cos 2 + bi sin z, 

HA: RR, Haz) = Hu) + aa cos 22 + ba sin 2z, 

H:R=R, Haz) = Haz) + as cosăz + be sin Bz 
şi celelalte, funcţii ule căror grafice se pot schiţa ca în cazul funcţiei Pe. 

4. Să se reprezinte grafio funcţia 

[:R=R, [(2) = Văsin 4z — 8sin2 z cos? z. 

Soluţie. Deoarece 8 sin?z cos?z = 2(1 — cos 2z) (1 + cos 27) = 2(1 — 
— cos? 2) = 2 — 2 cos? 22 = 2 — (1 + cos 4z) = 1 — cos 4z,f(7) se scrie 
sub forma f(z) = cos 42z+ V/3 sin 4z—1. 


Deci (7) = 2(%-cos 47 + E sin4z) — 4 = 


a cos (7 cos 42 + sin 7 sin 47) sd) = 2cos(î7— 7) = 


Amplitudinea funcţiei este 
max_f — min f 
2 2 
Funcţia este periodică. Într-adevăr, dacă 7 este o perioadă, din 
2 cos [42 +7) = 1=2 coa(âz — 2), VzER şi din 47 —2 = y, 


rezultă 


52. 


cos (+ 4T)=cosy, vVyeEeR. 
Perioada principală a funcţiei cos fiind 2x, rezultă că perioada principală a 
funcţiei f oste 2 


Se figurează mai întîi punctele ale căror coordonate sint trecute în tabelul: 
Li Li E Li 5r x 


SI 0 E Up a 
fa) | o 41 0 —2 —3 —2 o 


Graficul funcţiei pentru 2 € [o =] este trasat în figura VI.18. 


Exerciţii 
7. Sa se determine perioada principală a funcţiilor: 
a) PRR, ful) = sin 57, u 
b) fat RR fab) = cos Ze 2) 
€) f.:R=R, fala) = sin 352 4 cos 422. 4 
8. Să se arate că funcţia E 


E:R—R, pla) = sin az + cos//Zz nu este periodică. 
9. Sa se reprezinte grafic funcţia 


4:R=EB, h(z) = 4 sin z cos z— âW/ăcosz + 2/35—3. Fig. VI.18 
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Probleme recapitulative 


1. Fie A şi două puncte distincte, A un punct situat pe dreapta AB şi numarul 
real a>-L- AB. Să se arate că există un singur punqt AM e AB astiel ca AM = a 


şi AM > BM. Sa se studieze şi cazul 0<a< E AB. 


2. Sa se arâte că punctele A, E, C stat coliniare dacă şi numai dacă 
(B+ e a)te-kra —bţa+b—c)=0, 
unde s-a notat a = BC, b= CA,c= AB. 
8. Dacă A, A, C, Dsint patru puncte coliniare şi F, G, 4, 1 sint respectiv mijloacele 
segmentelor (48), (HC), (CD), (DA), atunci segmentele (FE) și (7G) au acelaşi mijloc, 
4. Se consideră o dreaptă d şi un punct A nesituat pe dreaptu d. Din 4 se duce AB | 
„Lă(B e d) şi oblicile (AM) şi (AN) asttel ca M să fie mijlocul segmentului (BN) 


(3, M, N, ed). Să so arate ca FA > MAY. 

6*, Fie ABC un triunghi dreptunghic în A. Dacă D este piciorul înălţimii duse din 
virtul A, să ee arate că punctul D este între punctele E şi C. 

4*. Fie AM o mediană în triunghiul ABC. Dacă (4A28).< (AC), să se arate că 


Ban > SAE. 


7*. Să so arate că punctul de intersecţia a! diagonalelor unui patrulater convex este 
acel punet din plan ale cârui distanțe la cele patru virturi ale patrulaterului au suma 
minimă. Rămine valabilă această proprietate pentru un patrulater concav? 

8%. Fie ABC un triunghi, iar O un punct din planul triunghiului. Dacă punctele B şi C 
sint de o parte şi de alta a dreptei 40, iar punctele C şi A de o parte și de altu ui 
dreptei OB, atunci A şi B sînt de o parte şi de alta a dreptei OC. 

9. Fie O un punct In interiorul triunghiului ABC. Dreptele BO şi CO intersectează 


AC şi AB in D respectiv E. Ştiind că unghiul BAY este obuz, să se arate că 
BD + CE > BE + ED + DC. 


10. Fie (-1D) cea mai mare, iar (BC) cea mai mică latură a patrulaterului convex 
ABCD. Să se arate că: 


ZA . 
480 > ADE și BOD > FAB. - 
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11. Se dă ub triunghi OAB, un punct C pe semidreapta opusă lui (OA şi un punct 
De(0B). Să se demonstreze că semidreapta (CD şi segmentul (AB) au un punct; co- 


mun. 

12. Fie 40% şi 4OR" unghiuri opuse la virt (O e (447), € e Int AG, D e (04 
şi Pe CD. 
Să se arate: 


Pi 
Pe int 40k= De (CP). 


18%. Sa se arate că două diagonale ourecare ale unui pentagon convex, considerate ca 
segmente închise, au un punct comun. 

14. Să se arate că două triunghiuri dreptunghice care au respectiv înălțimile şi mediu- 
mele corespunzătoare unghiurilor drepte congruente, sint congruente. 

16. Se consideră trapezul ABCD ((AB) baza mare, (CD) baza mică) şi se notează 
cu O intersecția diagonalelor, iar cu E, F punctele în caro puralelu prin O lu baze inter- 
sectează respectiv pe AD şi BC. Pe bazele trapezului se construiesc în exterior pătratele 
AA'B'B şi CC'D'D. Să se demonstreze că: + 

a) areptele A'B' şi B'D" conţin punctul O, 

b) dreptele A'D” şi BC" conţin respectiv punctele E şi F. 

16. Prin virful C al triunghiului ABC, se construieşte. o dreaptă d, care nu moi are 
alte puncte comune cu nghiul şi se notează cu A, B,,.G, proiecţiile pe dreapta d; . 
pectiv ale punctelor 4, B, G unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC. Să se 
arate că: 

î) A4, + BB = 3 GG, 
ii) daca d, este o dreapta ce nu are nici un punct comun cv triunghiul ABC nr 44 
» Ca, Ge sint proiecţiile po d, respectiv ale punctelor A, B, C, G atunci: 


AA, + BB + CC = GG. 
17. Un trapez dreptunghic în care distanţa dintre buze este medie proporțională 
între lungimile bazelor este ortodiagonal (diagonalele sint perpendiculare). 
18. Într-un triunghi isoscel ABC ((AB) = (AC), AB > BO se construieşte înălţimea 
AD, D& BC şi biseetoarea BE, E e (AC). Droptele AB și DE se intersectează în F. 
Sa se arate că 


DE __ABp—BC_ 
DF AB + BC 
19». Pe laturile triunghiului AC se construiesc, 
rile ADB, BEC şi CFA asttel încit 
AD — BE 
BD EC 
Sa se demonstreze câ: 
i) mijloacâle M, X, P, O ale segmentelor (AC), (DC), (BC) şi (EP) sînt virturile 
unui paralelogram. 
îî) în acest paralelogram două unghiuri au măsura a şi raportul lungimilor a două 
vaturi este k. 


u virturile în exterior, triunghiu- 


= EA = și mÂD = MED) = m(EFĂ) =cC 


Indicaţie. S şi T fiind mijloacele segmentelor (CE), (CF), se va arăta că triunghiurile 
SPO şi TOM sint asemenea cu CBA. 
20*. Se dau punctale A şi B. Să se construiască un pătrat pe ale cărui laturi să se 
ate punctele A, E şi suma distanțelor de la punctul A la virfurile pătratului să fie minima. 
- 21. Fie M un punct în interiorul sau exteriorul unui cerc. Notăm cu (AB) diametrul 


ce trece prin M(M e (OA)). Să se demonstreze că pentru orice punct N al cercului, 
distinct de A şi de E avem: MA < MN < MB. 
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22. Fie €(0, r) şi E(0%, 7”) două cercuri tangente în A; o dreaptă k care conţine pe A 
mai taie cercurile respectiv în B şi B”. Să se demonstreze că dreptele OA şi 0" sint paralele. 

28. Fic € şi E două cercuri tangente în A, h tangenta comuni la € şi E care conţine 
po A; M fiind un punct al lui A, diferit de A, cercul de centru M şi rază MA. taie pe E 
în A şi B, iar pe E" în A şi B'. Să se demonstreze că dreptele ME şi MB" sin respectiv 
tangente Ia € şi e. 

24. Într-un cerc se înscrie triunghiul isoscel ABC cu (4B) = (AC). Două drepto ce 
trec prin A intersectează latura (BC) în AM şi N şi cercul în A şi a se arate că 
patrulaterul ALM"NW'X este inscriptibil. 

25. So dă cercul cu centrul în O şi diametrul (AB) care se prelungeşte cu (20! 
= (OA)AC = 304). Perpendiculara în mijlocul lui (AC) taie cercul în D şi D. Sa se 
arate că CD este tangentă la cerc. 

26. Fie A un punct fix, iar P uh punct variabil al unui cerc. Să se afle locul geome- 


fe 
tric al punctului M de intersecţie a bisectoarei unghiului POĂ cu cercul circumscris triun- 
ghiului POA. 
27*. 'Trei cercuri congruente care au un punct comun /7, se mai intersectează două 
cite două în punctele A, & şi C. Să se demonstreze că cercul circumscris triunghiului 


ABC este congruent cu cercurile date („problema piesei de 5 lei a lui Gh. 'Țiţeica“), 


28. Virturile B şi C ale triunghiului ABC sint fixe şi m(FFAO) este constantă. Să so 
afle locul geometric al proiecției M al ortocentrului triunghiului ABC pe mediana (AD. 

29. În patrulaterul inscriptibil A BCD are loc relația AB - DC + AD- BO = AC: BD. 
(Teorema lui Ptolemeu). 

80. Se dau cercurile €(0,, r) şi E(O,, ra): Fie CD o tangentă comună exteri 

D fiind punctele de tangenţă. Să se demonstreze că cercul do diametru CD intel 

dreapta 0,0, dacă şi numai dacă cercurile E(0,, 74) şi E(04, rs) sint exterioare, 

81. Se dau punctele A(i —a, 1+- a), B(5—a, 1 + 50), Ci — ba, îi a), D5— 
— 5a, 5 + 5a). Să se arate că segmentele (AD) şi (BC) sint congruente şi să se explice 
geometric acest rezultat. 

82. Să se scrie ecuaţiile înalțimilor trianghiuiui determinat de dreptele y = 2 
= 102, y=az+b,af2,ag10,b 0. Să so verifice că mediatourele acestu 
sint concurente. 


ară, € 
cază 


83. Sa se determine numerele reale t e (0, 6x), astrel ca Z(r) 


84. Să se determine numerele reule t astfel ca: 


a po = m(4+ VE), b) re = u(— 


d) FD = ET E ali 


25 Sa se reprezinte grafic funcţiile: 
a) f:R=R, fl) = sin zi 

b) B:R=R, (2) = sin 2 — |sin z|, 
c)i:R—R, iz) = 2cosz — [cos z], 


d) j:R= (here Za R iz) i 


e) k:=R, Ala) = sin z+ 2 cos z, 
1) I:R=R, ((z) = max (sin z, cos 2). 


166 


5 cala 
Bu. Daca tg z =2., să se calculeze: sin 2, cos dz, SIN Et COS 2, 
5 .. - sint + cost a 


87. Să se verifice identitățile: 
a) cosa + V/Isina= 2 cos (3 zi *). 


b) tg aigb+ ligpatigb)cetgla+d) =, 
3 + cos da 


tg? a + ctg a = 2 
0) tg? a+ ctg a AES 


i 2 
aj —uiiide eee ai, E 


1P cos 2a  1+cosa 


EU 

a 

1 cost 14 cos 
3 

28, Sa se transforme în produs: 

ni, cosța «+ b + e) + costa -+- b — ch + costa + ec — 2) + cos(b + e — a), 

b) 1 cos a + cos 2a,-c) 1 + cos a + sin a, d) i — sin a — cos 2a. 

39. Sa se calculeze: 


ina 2 5n 
sine E + sin -* + sin2 2 + sin? 
a) sine > + sin + iu 


40. Sa se rezolve ecuaţiile: 


a) sin 2 = cot? z, b) cosz — sinz = //2 cos 22, 


= 


e) 3 ctg-2 — cos 2 — 3sin z—1=0. 


41, Să se discute şi să se rezolve ecuaţiile: 
a) cos 2z + (2m — 1) sin z+m—1=0, 
b) m cas 2 — (m + sin z—m=0, 
c) 5m sin 2z + (m — icos 22 —1=0. 
42. După ce se aduc Ja forma a cos 2 + b sin 2z + e = O să se rezolve și să se discute, 
atunci cind este cazul, ecuat 
a) cost a+ 8 sin zcosz+i=0, 
pb) 2/3 sin: z + 8 sin z cos z2— 2/5 cost z—5=0, 
c) cos? z + 4 sin z cos 2 —2 sint z—2=0, 
d) cos? z +- 2 sin z cos z — sin = m, 
e) 4 cos? x — 24/38 sin z cos z + 2 sin 2=m. 
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Indicaţie. Deoarece ? sin? z = 1 — cos 2z, 2 cos? z — 1 -+- cos 2z, 2 sin z cos 2= 
= sin 2z, ecuaţia se scrie sub forma cos 22 — |/Esin 27 —=m — 3. Deci cos 22 — 


—- tg £ sin 22 — m — 8. Se obține cos (22 + 3). ma 
şi numai dacă 1<m<5. 


- Ecuația are soluţii dacă 


48. Să se rezolve ecuaţiile: 
a) 4 sin t cos £ — 2(sin c+-cos 1) +4 =0. 


Soluţie. Dacă sin £+ cos t— z, atunci sin t cos =— 


— 224 1=0.: Ecuația dat — 22 — 1 
- bela Revenind la substituție, din sin £ 4- cos e 


„ De asemenea, din sin e cod t= 


E i raci RER ler 
sau cos £= Vi, sin = 


eat, rezultă cost = 4, sin = — 


Soluţiile ecuaţiei siut elementele mulţi 


[rom irimia zu i ramine zu (Eram az) 
b) 28 sin e cos / — 35 (sin ek cos 2) + 27 = 


[d 


c) sina + cost = D= 


Indicaţie. Din sint 1 4- cos £ = 1, rezultă (sin 24 cos 2)! — 2 sin t cos t=4 sau 
2 sin t cos £ = (sin £ + cost)e — 1. Se face sufstituţia sint ++ cos = z şi se obţine ai — 


— 32 +V/ o sau (e — Via + Viza —=0 


3) sine £ + cost £ + sin e cos fm E. 


Indicaţie. Weuaţia se serie sub furmu 


(sin £+ cos (1 — sin t cos îj + sin £ cost = =. Ducă sin 7-4 cos F= se se obţine 


tr — 1)(Ba2 — nz — 26) =0, cu soluţiile = A 
2 


Deoarece sin r |- cos r=//E sin ( a 7). rezultă xel-V/2, +3]. Singura so- 
tuţio situată în acest interval este za. Soluţiile ecuaţiei rezultă deci din rezolvarea 


ecuaţiei şin-t + cos e = Z. 


44. Se dau punctele pe(aV 3 —e, 3) şi (2 sa, =/3 e). 


Să se determine măsurile unghiurilor triunghiului OM, unde O este originea axelor de - 
coordonate. 
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45. Sa se afle măsurile unghiurilor triunghiului determinat de dreptele de ecuaţii: 
22 —y+3=0, 5Sr+y—2=0, 


46. Fie P punctul de intersecţie al dreptelor d' şi d” de ecuaţii 2 + y — 5 == 0 și 
22 + 5y — 7 —0. Dacă Med şi N d” sint două puncte de abscise mai mari decit 


Pai 
abscisa lui P, să se calculeze numârul 7 = p(ĂIPĂ). 
Indicaţie. Punctul P are coordonatele (1, 1) Numărul t nu depinde de poziţia punctelor 
M şi N respectiv pe cele două drepte. Luind ca puncte M şi N punctele de intersecţie ale 


arctg 


eelor două drepte cu axa absciselor, din triunghiul MNP se obține 1 


Indicaţii şi răspunsuri 


Capitolul | 


şe. 
2. Dacă am avea AB = BC, ar rezulta că A, B, Ce AR în contradicţie cu ipoteza; 
în mod analog nici AB = AC, nici AC = BC nu este posibil. 
4. 8; dacă A G DE, şase drepte sint distincte. 
5. Nu. Se ţine acuină de exere, 4. 


şa. 
1. Nu, căci AB=âflap—z4l=3. 
2. AD = 5, 4012, 407. 
n aazp 2, bac=s. 
4. ap, zy=39. 
6 zu =2,2u=6. 
şa. 
9. Alegem un sistem de coordonate pe AF astfel ca z4 < zy. Atunci 24 < ze <zp 
şi sA < 2p < ze, din care rezultă za < zp < rc <zp. 


10. Fie D un punct oarecare pe (AC). Atunci din exerc. 9 rezulta ca De (AB). 


48. Rie (AB) un segment, za = 0, zp = b > 0. Punctele cu abscisrle E 


2... aparțin segmentului (42). 
= 


a. d separă B, A şi nu separă A, C, deci.separă B, C. Pe de altă parte separă 
C, D, asadar conlorm teoremei 1 nu separă B, D. = 

4. Nu. 

5. Fie Me (AB) şi să presupunem că M g& S. Atunci există We[AMNA: dar 
N e (AB)Ş 4, exerc. 9), ceea ce este în contradicţie cu 4, Be S. Aşadar (1/7) 


şi LABIS. 
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B. Deosebim cazurile: a) d este inclusă în semiplanul S sau în cel opus S"; atunci 
intersecţia este d sau O; b) d are un punct în S şi un punct în S“; atunci d intersec- 
tează frontiera ui S şi se aplică exerc. 3. 


10. Se deduce câ C şi C” sînt de o parte şi de alta a dreptei BB”, deci (CC!) N (BB) = 
= 10). Se va arata că Qe (pH). 

$ 6. i 

3. Fie S un semiplan deschis limitat de dreapta d. P, QeS implică (P0)csS 

(5 5, exerc. 5), deci S este o mulţime convexă. Pentru a arăta că 5 = SUd este o mul- 

time convexă se consideră cazurile: 12 P, Qed, atunci evident (PO)cdc 8; 2" Daca 


P,QesS, precum am văzut, (PQ)JCSCS; % Ped, QesS, atunci contorm exerci- 
ţiului 6, $ 5 (PQjescă. 


4. a) Fie b= AB, e = AC; avem (BC) (PC şi (BO)C(eB ($ 5, exero. 6), deci 
(Bo) one = int ZA. b) Se aplică exere. 7, $ 5. 


11. Conform exerciţiului 10 avem AP N(BC] = 44") şi Pal 44"). Se aplică coro- 
larul teoremei 1, $ 5 triunghiurilor ABA' şi AA 


12. Dreapta 35 taie segmentul (AC) într-un punct P şi P e Int 408 (vezi exero, 
ta). Cum O g£ AC, avem P e (OB sau P e (OB şi se aplică exerc. 4b). 


fie A'B" astiel ca O e (A4%),0 e (PB”). Cazurile Q e Int 40%, Qe Int 408&, 
Q e (04, Q e (Op se rezolvă uşor. Fie Q a Int AGX. Atunci există (R) = 447.1 
N (PO) si (n) = PB" 0 (2Q). Ducă nm avea Re (O4” şi R, e (OB, atunci întreaga 


Pas 
mulţime Int AOE s-ar găsi de aceeaşi parte a dreptei RR,, ceca ce este imposibil 
deoarece Pe RR, 


14. Deoarece patrulaterul este convex, Ce Int FAB. Din teorema transversalei 
vezultă că există 40 e (AC N (BD). Folosind același raţionament cu alt virt se deduce 
că O e (40). ) 


[ACINL(BD]. Cum (00) NAB = O şi (0D) N AB = 8, punctele C 
i parte a dreptei AP. La fel se arată proprietatea analoagă pentru drep- 
Da. 


şi D sint de 
tele BC, CD 


10. Fie 7 intersecţia considerată. Este clar că Int PC /; iar din convexitatea poligo- 
nului rezultă că PE 7, aşadar Int PU PC J. Pentru a demonstra incluziunea contrară se 
îa un punct M e 7. Dacă M nu aparţine suportului unei laturi evident M e Int P. Dacă 


M e PuPhas, unde (PuPnsal este o latură a lui P, atunci A şi Pama sin de aceeaşi 
parte a dreptei PuaPk sau M =— Pr, deci M e (PnPhua şi analog M e [PhwPh, deci 
M e (PuPaul CP. 


17. Se foloseşte exerc. 17 şi Teorema 1. 


18. Avem Pasa €£ (dP, şi P, e (dPu. Fie k cel mai mic indice pentru care Ph €£ (dPs. 
Atunci k > 2 şi (Pa Pa] N d 4 9. 
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19. Presupunind că d are în comun cu poligonul dat punctele distincte A, B, C, unul 
dintre aceste puncte este situat între ceielalte două, de exemplu B (AC). Punctul B 
se află pe o latură [PaPasu] a poligonului şi din ipoteză rezultă că [PuPhua] Z d. Aşadar 
AN CPAPaual = (8) şi (AC) N PuPur = (B), deci A şi C sint de o parte şi de alta 
a lui PuPnwa, ceea ce nu-e posibil la un poligon convex. 

20. Notind d = PaPn, avem [PP] N d = , căci alitel d ar avea trei puncte comune 


cu poligonul, în contradicţie cu exerc. 20. Rezultă că /, e (dP, şi la fel P, e (dP, = 
= (dP, ete. Așadar punctele P,, Pa, ..-. Pn-a se găsesc de aceeași parte a lui P+Pa. 


$7. 


1. Nu. 
2. a), b) 


a RE E 
5. (407) = 180 — m(4GĂ), m(F0E) =y180 — m(407), deci din m(4GĂ) + 
+ m(B'OC) < 180” se obţine: 


Ps Pi Ps Pi 
350 — m(40ă) — m(508) < 180 şi m(ADĂ) + m(Â00) > 1800 


Pai 
e cu ipoteza. Rezultă că (OB c Int 40E 


în contradici 
se. 
3. Fio (AB) > (CD), adică AB > CD. Exista un punct unic A e (AL astfel ca 


AM = CD. Dacă am avea Be [AM], ar rezulta CD = AM = AB + BM>AB în 
contradicţie cu ipoteza. Deci M e (AB). Reciproca rezultă uşor. 


12, Se construieşte semidreapta (OM în semiplunul limitat de OA şi conţintnd B în 


PS 
“aşa fel incit. AOA m COD şi se foloseşte teorema semidreptei interioare unui unghi. 


14. m(502) = 4 mţâDă) = i (EDD) = (EDGE) și m45Gă) +: (CDR) 2500) — 


PS 
=: m(400) < 180 Iana seama şi de faptul că D și E sint de o parte și da ati alta a 
1ui OC, din exerc. 5 $ 7 rezultă că (00 e Int DO, ceea ce împreună cu m(50E) — 


= m(£0%) demonstrează că (OC este bisectoarea unghiului DOE. 


Pa a 
15. Fie unghiurile opuse la virf A0B şi A'0Ă (0 e (AA”)),[OC bisectoarea unghiului 


Fe CR ee) 
10% şilOD semjdreapta opusă culOC. Se deduce uşor că (0D E Int 40% - 405 = 10 = 
Pm 


Pa Ps 
= Cob = DOR, deci [OD este bisectoarea lui 


sint opuse, proprietatea este demonstrată. 


JY. Deoarece prin ipoteză [OD şi [OC 


ae Ps 
18. Dacă m(A0Ă) = 90”, rezultatul este imediat. 'Tratăm cazul în care BeInt AOĂ” 
şi B, A', B' se găsesc de aceeaşi parte a lui OB; celelalte cazuri revin uşor 


E pei E root 
la acesta. Avem B e Int A0OA, deci BOĂ' < 404” = BOX şi de aici se deduce că 
(O4' e Int BOB. Cu ajutorul axiomei U.8 se obţine m(A0X) — m(4'0X). 
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58% 


7. Deoarece pentagonul este convex, A şi D sint de aceeaşi parte a lui BC şi 4, B 
de aceeaşi parte a lui CD, deci (CA cint E 


şi analog (DAC int GDE. Rezultă că 
mtÂCĂ) = m(50d) — m(43d) = m(0Dă) — m(EDĂ) = m(EDX), adica SCĂ = ED. 

10. Conform exec. 10, $ 5 (BE) O(CD) = (4). Se arată succesiv BD = CE, 
ADBC a AECB, 53 = E, (BM) = (CM), AABM = AACM, a = Er. 


14. Se demonstrează pe rind: (CD) NAB = (0), AABC = ABAD, AACD = 
= ABDC (L.L.L.), AACO = ARDO (U.L.U.], (40) = (80). 


19. AOB = AAOH', ABOC = AB'OC', ACOA m ACOAT, deci (AB) = (4'B), 
(20) = UC), (CA) = (04) şiâ6ă = Dc”, OC = GC. Deoarece punctele A, B, C 


Ps 
nu sint coliniare GCĂ = GCĂ. Rozultă sex ae 5, din care se ded 
nu sint coliniare. AABC = AA'B'C' pe baza teoremei L.L.L. 


că A" BC 


$ 10. 


1. Presupunind contrariul se ajange la o contradicţie cu teorema 1. 
2. Se folosește teorema 1. 


4. Deoarece (40 Int MAY (de coz), m(ATAN) = m(MA?) + m(EA4X) şi cum 


tanc ini SIZE), avem m(TZN) = m(ATAD) + (520) + m(CAR). în continuare, se 


foloseşte teorema 1 pontru triunghiurile ABM şi ACN. 


6. Fioflk m SAX; po setmentul (MN) se iau douli puncte B, C astfel inci m(740) < 


< mpa), 
'Triunghiului ABC i se aplică exere. 4. 


7. Se folosește exere. 3. 


18. MAS > MACIN > m(17D2) (o ce?); MA” fiind seinidreapta opusă lui 
(24, arataţă că) MDE Int A120 şi m(F3Ă) = m( 4220) > m(C42D) 
11. Fio P' = APPa---PaB şi P” = AQ:Qa--OmB cele două poligoane convexe. 


Deoarece P, e Int BAQ,, punitelo E şi Q, sint de o parte şi de alta a lui AP, prin 
urmare folosind exerc. 18, $ 6, dreapta AP, intersectează linia poligonală Q,Qu..0m2 
într-un punct iu, Ri E (OxQmul- Conform exere. 10, AZ, 4 Pa < AQ, + 
+ ga ++ --: + Qaltui se repotă procedeul şi se adună inegalităţile obținute. 


12. Soia E astfel ca D să fie mijlocul lui (AF) şi se aplică teorema ? triunghiului AFC. 


18. Din AA, > 40 — Be și din relaţiile analoage se obține prima inegalitate. Pentru 
cea de-a doua se va utiliza oxere, 12. 
y- şi. 


1. L.U.U. 
3. Se aplică teorema 2 
5. Se urată că (AB) = (CD), apoi se aplică teorema 2 triunghiurilor ABC 'şi ADC. 
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s12. 


1. Se foloseşte exere. 2, $ 10. Presupunind de exemplu C < (274,), rezultă că AX, 
e 
este ascuţit, deci ACB obtuz. 
2. Se consideră mai întîi cazul Be (4'0); atunci ABC > ACB, deci AC > AB. 
= 25 
8. Unul dintre unghiurile ADĂ, ADE este obtuz; acestuia i se opune o latură mai 
mare decit (4.D). 


7. a) Rezultă cu ajutorul exere. 6. b) Axele de simetrie ale dreptei 2 sint tonte dreptele 
perpendiculare pe d şi dreapta d. c) Fie Me(AM) 4", B', M' simetricete punctelor A, 8, M 
faţă do dreapta d şi (4%) = A4'Nd, (8) = BEN. Se arată că Meldh) = 
= M' e (4'B') şi implicaţia inversă. Pentru a arâla că (AR) e (42), se observă mai 
întii că AABB" = AA'B'B", apoi că AA'AL a AHAB. 


1. 
2. Locul geometric se compune din două semidrepte simetrice față de AZ. 


) Dacad nd = (0) C este punctul cdutat; 
; 0) Daca d = d', orice punct al lui d este o 


4. Fie d” mediatoarea segmentului (AB). 
b) Dacă d d' = 9, problema nu are soluție 
soniţie. 


14. 


2. CĂ şi DAY stat unghiuri alterne interne congruente. 


Exerciţii recapitulative 


4. Determinâm punctul De (BC asttel ca (BD) = ('C"). Dacă D = C, proprie- 


e E e 
tatea este evidentă.. Dacă D i C, triunghiul ADC este isoscol şi DĂ = ÎCĂ, cea ce 
este imposibil deoarece unul dintre aceste unghiuri este ascuţit, celălalt obtuiz. 


8. So va arăta că simotricul segmentului (BC) faţa de mediatoarea d coincide cu 
(4D), de unde rezultă că C şi D sînt simetrice faţa de d. 


10. Fie B și C două puncte fixe pe d şi B', C”, P' simetricele lui 2, C, 2 taţa de 
punctul A. Folosind exerc. 12. $ 9 rezultă că P'e Pc". 


12. Fie $ semiplanul limitat de MW care conţine pe D. Avem 4, C, De S, deci 
P,Q9es. 


Capitolul 1 
sI. 
8. D fiind simetricul lui A faţă 'de M se obţine un dreptunghi ABDC. 
12. a) Se va arăta că triunghiul BCD este isoscel. î) şi c) Fie  simetricul lui A 
Pană 
faţă de D; din oxerc. 9 rezultă că m(ÂBY) = 90 şi (BF = (BE, deci P = E. 
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13. ABCD fiind patrulaterul, A şi C sint de o parte şi de alta a lui BD căci în caz 
> Papă 
contrar laturile (BC) şi (AD) s-ar intersecta. Aşadar ÂB5 şi DO sint unghiuri alterno 
înlerne. AABD = ACDB. 
ş2. 

12. Dacă Q = prpaW, arătaţi că AOPM = AMON. Atunci (MO) = (OP) = (PA) 
din caro rezultă (40) = (PM) = (NO), adică triunghiul QAN este isostel. Astfel 
N e (AB. Arătaţi că oricare ar fi N' e (AB, punctul N” aparţine locului geometric (tre- 
buie să se determine o poziţie convenabilă pentru punctul A). 

18. Fie A şi O unghiurile obtuze ale patrulaterului convex ABCD şi M rhijlotul seg- 
mentului BD. Arătaţi că oxere. recap. t de la Cap. 1 se aplică triunghiurilor ABD şi BCD. 
LE 

1. MQ BD UNP; MN AC WQP. 

7. î) Se proiectează P po BC în P”, se intersectează paralela prin Q la PP! cu BC înQ, 
şi cu paralela prin A la BC în Q*; ABPP' m AAQQ”; se aplică teorema 3 trapezului 
PP'Q'Q. ii) O paralelă la BC prin mijlocul segmentului (AB). 

A 4 
ptricul lui Z faţă de C- AHA'B! m ACA”A; rezultă A'B' = AA” = 


„ii) Fie (D) = 48" N CH şi E intersecţia lui AA” cu perpendiculara prin C pe CH. 
Demonstraţi că AHA'D a ACA'E şi (AE) m (EA”). 


5. Folosiţi teorema 2. 
6. So observă ca CP şi AD stut înălţimi în triunghiul AHC, 


* sim 


56. 
a. Fie (0) = (AC) N (BD). Din teorema 2 rezultă 
AQ a e DOM 3 00. ae a BO 
OE o OA or * 
5, iii) Se ia D' e (AC) asttel ca DD” || BJ. 
7. 


1. Fie de exemplu C e (BD). interseotăm paralela prin C li AD cu AB în E. Se 
foloseşte teorema lui “Thales şi faptul că triunghiul AFC este isoscel. 


ş8. 
8. Folosind exero. 7, arătaţi mai intii că proprietatea are loc pentru M = D, apoi 
aplicaţi teorema fundamentală a asemănării. 


lară ABC. Pe latura cea mai mare (BC) se construieşte în exte- 
riorul triunghiului ABC pătratul BCDE. Fie (M) = AEN BC şi (N) = ADN BO. 
Arătaţi că [MN] C [BC] şi că [MN] este o latură a pătratului cerut 

18. Fie trapezul ABCD, E e (AD), F e (BO); 
EO_ _ DO Co OF 
AB O DB Ca AB? 
18. Folosiţi exere. 12. 


deci EO = OF. 


$9. 


1. Dacă Me (AB), fie M' = praM. Din faptul că AC || BD || MM” rezultă că 
e (CD). În mod asemănător rezultă implitaţia inversă. 
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2. Se ține cont de exerciţiul precedent şi de faptul că reuniunea a două segmente 
închise avind același suport şi un punct comun este un segment închis. 


8. Se scrie teorema catetei pentru (AB) şi (AC) şi teorema înălţimii pentru (AD). 


5. Se disting două cazuri: a) unghiul A este ascuţit; atunci D e (BC), BD = 5, 
DC — 16, AC = 20, BC: < AB? + AC2, rezultă ca Î este unghi ascuţit şi că C e (BE). 
Se exprimă AE din triunghiurile dreptunghice ADE şi ABE, din AF: — AE: se obține 
CE = 128 şi 4E = 31,2, deci perimetrul ACE = 64. b) unghiul Î este obtuz; atunoi 


B e (DC), DO = 26, AC = 2/20 şi De(EB). Se obţine pe= 2 şi ap = 12 


13 


7. Din triunghiul ABD rezultă că AB: = BD: BM, unde (M) = AP. N BD. iar 
din faptul că ABMP = ABCD rezultă BD- BM = B- BC. 


8. Folosind teorema lui Pitagora se determină AB = 24, AC — 18, iar din teorema 
bisectoarei (vezi ex. 2 $ 7) se obţine AD = 9 și DB = 15. 


9. Se exprima BE: şi BP? din triunghiurile dreptunghice ABE şi AGP folosind și 
ipoteza rezultă BE: — AB: + DC şi BF: = BC2+ AD:, dar, pentru că AB: = AD: -p 
+ BC: — DC, rezulta BE = BF. 


Exerciţii recapitulative 


1. î) Fie teupezul ABCD cu AD || BC 


AD=b, BC =a. (E)= AB DC şi 
E: bh 


= WE, AD); AADE = ABCE deci. = „de unde rezultă ca se m Pi 
a Ozn a 
îi) fie (0) = ACNBD si y = 4(0, BC); ABOC = ADOA, deci i - de unde 
rezultă că y = —0h_, 
ab 


2. Se exprima AB? și AC? rolosind teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile 
ABM şi AMC şi se adună cele două expresii. 


3. Fie (M) = AD N BE. Aplicind teorema bisectoarei pentru (42 şi (PAL se obţine 
BD — 20 şi AM — a 
ab 


Pi 
4. Fie M” asirel incit m(ÂPAI) = 60%, M' e Int ABCD şi (BM) = (BA). Atunci 
ABM este un triunghi echilateral, triunghiurile ABC şi MAD sint, isoscole. m(IOR) — 


i e 
= m(4fDĂ) = 2 si m(AFOD) = m(f-DE) = 15* din semidreptele (CM şi (CAT coincid, 
Ma fel (DM şi (DM, deci M = M', = 


5. EG =2 AE, AE = 2 EH, AEDH = AECA. 


ţi. Se exprimă CH: şi CD? prin teorema Ini Pitagora poneralizată, din triunghiurile 
ABC şi ADC şi se adună membru cu membru. 


i) AADC = ABCF (GU) şi AADB = ACBE (CU), deci (FC) = (DO) şi 
(20) = (85). 


Pai Pi 
ii) EDĂ = BED = EDB. 4DP = D8E = FOB. 
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R. Se arată că laturile patrulaterului A ZCD sint paralele dovă cite două cu diagonalele 
vombului (4, B, C, D fiind mijloacele diugonalelor pătratelor) şi că două laturi vecine sint 
vongruente ca Jaturi de triunghiuri congruente.: 

9. Se determină AC 
pentru calcularea distanț 
Wiunghiul BMC. 


50, folosind formula care dă lungimea medianei (ex. 2), iar 
A(A7, BC) se aplică teorema ui Pitagoru generalizată în 


B 10. Fie £ Prpcă. Atunci Af = 12, BE — 16, deci AB În triunghiul 
dreptunghic BAD se aplică teorema catetei și se obține AB* — BD- BE, de unde 
BD — 25. Rezută CD = 7. 

BD 25 


U. Din Are (NC) rezullă Xe (AP) în contradicţie (AP) = (PA). Deci 
M e (NB); (ATP) este linie mijlocie in triunghiul AB, deci M este mijlocul lui (EN). 
în triunghiul A BN, (AM este înălţime şi mediană deci este isoscel și (AB) sa (AX). Pa de 
aită parte, (AN fiind mediană în triunghiul dreptunghic ABC rezultă (AN) = (BN), 
deci triunghiul A BN este echilateral. Rezultă m(Î) = 60%, m(6) = 30. 

15. Se calculează AE, EF, AP şi se arată că AP: — AF + EP:. 


18. Fie O punctul de intersecţie al diagonalelor trapezului şi E e (44), F e (DC 
FO m BE și 0 a AE, deci PO 4 BO _ a. vpintnd seama că EP =2E0 
AD BA BC BA AD. BC 


țexere. 12, $ 8), rezaită relaţia ceruta. 

19. Fie M, N, P, Q respectiv mijloacele segmentelor (AF), (CE), (BF), (DE) şi O 
mijlocul segmentului (EF); (AP) este linie mijlocie în triunghiurile ABF, AFE, EFH, 
deci trece prin O şi (0M) = (OP). Analog, (0) este linie mijlocie în triunghiurile DEC, 
DEP şi FEC, deri trece de asemenea prin O şi (00) = (ON). Rezultă că MOPY este 
paralelogram 


20. Se aplică teorema lui 
AMGIFDII AM). 

21. Triunghiul ADC este isoscel, deci AD = BC = 20, iar AC se calculează cu 
teorema Iui Pitagora generalizată în triunghiul ABC. 


hules pentru triunghiurile BAM (AM | ED) și 


Capitolul 11 


şi 


1. Mediutoarea segmentului determinat de punctele date. 


8. A, B, C fiind cele trei puncte comune, centrele cercurilor coincid cu punctul de 
intersecţie O al mediatoarelor triunghiului ABC şi cele două raze sint egale cu OA. 


6. Fie (O, r) un cerc şi M” simetricul unui punct oarecare M faţă de O, as 
e (MM) şi OM = OM”. Arătaţi că M e €(0, r) == M" e (0: 7). Țintnă seamu că 
(M') = M, de aici rezultă M e €(0, 7) = M' e e(0, n). 


8. Arătaţi că se poate uplica teorema 2, cazul a. 


9. Presupunind contrariul, există A e E(0, r) astfel ca A şi O să fie de o parle 
şi de alta a dreptei d. Atunci există C e d N (04). Deduceţi că d conţine un punct din 
Int €(0, r) şi folosiţi exerc. 8. 


11. C(4, AB). 
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12. P şi C fiind mijloacele segmentelor (44) şi (0-4), punctul P se află pe cercul 


e (e. 3) Reciproc, dacă P! e e(e. 3) fie M” simetricul lui A faţă de P' Se arată 


că OM' = n, deci M' e €(0, r) şi asttel orice punct nl lui E (e. ) aparține locului 


geometric. Rezultă că Jocul geometric căutat este cercul E (e. 


14. Dacă A, B, C, D sint puncte pe un cere astfel încit dreapta AC separă punctele 
şi D, atunci segmentele (10) şi (BD) au un punct comun. 
şz. 
purte a dreptei AB. Atun 


5. Cazul «): C şi D se găsesc de i, din teorema semi 


pt Pi 

dreptei interioare unui unghi rezultă că sau (ACc Int BAD sau (ADe Int FAG. În 
primul caz se duce diametrul MN _L AD şi din A = CD și ANI = ATD se deduce că 
şi C sint de o parte şi do alta a lui MY, BX = AC şi DC LL AN; în cazul al doilea 
se procedează analog schimbind rolul lui C şi . Cazul b) C şi D sint de o parte şi de alta 
a dreptei AD. Arâtaţi că există punctul P e (42) N (CD) şi că arcele mici AC şi FD 
sint congruente, reducind astfel problema azul a). 

4. So va folosi ca OM | AB. 

4. Un cere concentric cu cercul dat 3 

7. Dreaptă simetrică cu d faţă de mijlocul segmentului -1 2, din care se scoate punctul 
situat pe AB. 

8. Fie O, O' centrele (AL po cercul cu centrul 0), Q şi Q” proiec 
Atunci QQ” -2 MN = PM deci QA = PQ' şi segmentele (0Q') 


e Ii 0,0" pe MN. 
(AP) au același 


mijloc R (vezi şi exere. 8, Cap. |. $ 3). Notini cu C mijlocul segmentului (007), (CR) este 
lime mijlocie în trapezul 0QQ'0', deci CI _L AP şi CP ss CA. Locul geometric al punctului 
P este cercul E(C, AC). 


s 
1. Se foloseşte teorema 2 și teorama de construcț 
2. NM' şi NM” coincid cu perpend 


Po pa = 
8. So va arăta că 49 = CHO şi ECF = CRO. 


9. Se tratează separat cazurile: A şi O de aceeaşi parle sau de o parte ş 
Ii BC respectiv O e BC. 

10. b) MW paralel cu dreapta centrelor. 

11. Locul geometrie este cercul de diametru (04), da 
un arc al unui cerc analog, dacă A g Int C(0, r). 

12. Fie (CD) diamotrul perpendicular pe AB. Dacă M 
= ACOP, unde M' = prABM(L U.L.). Locul geometric set 
diametre (OC) şi (0D). ] 

18. Se vor considera cazurile: 1) P, Q e arcul mare Aă, 2) P e arcul mare AD, 
Q e arcul mic Aă, 3) P, Q e artul mic AF (în cazul PQ < AB). Se obţin arce capa 
bile de («+ pr, (180 —a—ff, la—BP şi (180 — la—Bl), unde a= m(A4d), 
f — m(€D), care impreună formează două cercuri care trec prin A şi J. 

14. Două arce de cerc avind capetele A și B. 


do alta a 


A e Int E(0, 7), respectiv 


ACE — 10), AOMM' = 
mpune din cercurile de 
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15. Dăcă PQ taie din nou cercul dat în R, arcul APĂ este de măsură constantă şi 
punctul R este mereu de aceeaşi parte a diametrului cu un capăt în A. Se deduce că R 
este un punct fix. 


18. Dacă CD este tangentă la cercul C circumscris triunghiului ABC, m(ACB) = 
m m(45h) = aa) . Reciproc, dacă m(AB%) = m(4G5), iuăm pe tangenta în C la 


PI = 
cercul O un punct E e Int ACY. Atunci m(ÂBE) = m( ACE), deci în virtutea teoremei 
de construcție a unui unghi (CD = (CE. 

17. Se va arăta că tangentele în P la cele două cercuri coincid şi în acest scop se va 
folosi exerciţiul 16. Mai întti se observă că B și C sint de aceeaşi parte a dreptei DE 


Pr eudină ca 

(oăci CB || DE); luăm de partea cealaltă a lui DE punctul G astfel incit Fr& = f0k. 
pi E Pa 

Rozultă că PG oste tangentă cercului (FCE). Dar FED m FC. deci DP = FBD și 


astfel FG este tangentă şi cercului (FED). 
18. a) Cercul simetric cu E(O, r) din care lipsesc puhctele A şi B. b) 7 fiind centrul 


pa 
cercului înscris, avem m(Â7B) = 2- m(A37B) + 90%; locul lui 7 se compune din două 


arce de cerc deschise, cu capetele A şi B. c) Fie C mijlocul lui (AB) şi De(00), 
OD = 2 DC; atunci PG = E OM şi locul lui G este cercul € (o. =). 


Ş4. 


8. Fie (AB) o latură a poligonului înscris, M mijlocul arcului mic AZ şi P, Q punctele 
de intersecţie ale tangentei în AM ca OA, respectiv OB. Atunci în = AB şi Im = PQ. 
Folosiţi triunghiurile asemenea OAB şi OPQ şi teorema lui Pitagora pentru lriun- 
ghiul OMP. 


18. Se va observa că (C'D) este o mediană în triunghiul dreptunghic DAB şi se va 
deduce că (0'D”) m (B'A'). Rezulta că C'B"A'D” este un trapez isoscel sau paralologram. 
Arătaţi că al doilea caz numai atunci e posibil cînd Â sau C este un unghi drept. 

14. 48 VAB, AB" | HC (ini mijlocii tn triunghiuri), deci m(47PA,) = 90, 
Acest raţionament este valabil în fiecare dintre cazurile a), b), c). 

15. Contorm exerciţiului 13, cercul O circumscris triunghiului ABC” conţine pe D şi 


analog E e C, P e 0. Contorm exerciţiului 14, punctele A”, B”, D şi A, se află pe un 
cero, care avind trei puncte comune cu C, coincide cu 0. Deci 4, e C, analog Bu, Ce 0. 


16; Deoarece m(4/DĂ,) = 90, (4'4;) este un diametru în cercul lui Euler al'triun- 
ghiului ABC. Deci centrul acestui cerc coincide cu mijlocul lui (4'4,) şi analog cu mij- 
loacele lui (BB) şi (C'C,). Aşadar dreptele A'A,, Z'23,, C'C, nu un punct comun. 


19. R fiind centrul pătratului, patrulaterul OMAN este inscriptibil. Locul lui Ft este 
bisectoarea unghiului AO (fără punctul 0). 


20. Se va arâta că patrulaterul BCPA este inscriptibil. Deci P este situat pe arcul 
mie deschis AC al cercului circumscris triunghiului ABC. Pentru a arăta că orice punet P" 
al acestui arc aparţine locului geometric se va demonstra că există un punct M' e (4E), 
astfel ca DEP'M” să fie inscriptibil; se intersectează DM” cu AB în N' şi se demonstrează 
că patrulaterul AMP este inscriptibil. i 
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29. Să presupune că M se atlă pe arcul AC care nu-l conţine pe B; m(A20) < 90, 
pate + TI i SE A 
deci AC este un arc mic şi Q & (AC). Deoarece BA3Ă şi CĂI sint unghiuri suplementare, 


unui este obtuz, să zicem AY; atunci A < (AR). Punctele Q şi K aparţin cercului de 
diametru (AM) şi cum Q e (AC), punctele Q, R sînt de o parte şi de alta a dreptei AM; 
rezultă că AQMR este un patrnialer convex inscriptibi). Acelaşi lucru este valabil şi pentru 


e MATE “amarat 
patrulaterul BEMR. Aşadar Î7RO = MAO = MBP = RP. Din convexitatea patrula- 
tereior amintite deducenr ușor că punctele_P şi O sint de aceeași parle a lui RM, ceea ce 


în sui 
impreună cu ARB = FIR implică (RP = (AQ. 


ş5. 


5. Fie cercurile (0, r) şi E(0', 1%), r < r”. Se construiesc tangentele OA şi OB la 
cercul E(07, m — r) se intersectează (O'A şi (OB cu E(0', 7) în A” și B'; paralelele prin A” 
respectiv P la OA respectiv OB vor îi tangentele comune „exterioare“. Ducind tangentele 
din O la cercul E(0', r + r”) se dbţin in mod analog tangentele comune „interioare“. 


4. d = 0,0, OA + Os < ru + ra. Pentru n demonstra că d > |r, — ra |, pre- 
supuneţi contrariul şi arătaţi că punctele Iwi.C(0,, 7.) sint fie toate în interiorul Ii 
(Oa, ra), fie tonte în exteriorul lui, cpea ce în condiţiile problemei nu este posibil. 


8. vezi 5. 


10. Fie d dreapta dată. a) A e d; centrui se găseşte Ja intersecția mediatoarei lui 
(AB) eu perpendiculara în A pe d, b) Pe d; analog, c) AF ||d: punctul de tangenţă 
se găsește În intersecțin lui d cu modintonrea segmentului (47). d) exista 0 e dNAB; 
dacă C e (AB) problema nu are soluție: dacă PP e (CA, construim pe d punctele 74 
și Ta asttol ca GT? == CT = CA - CB. Probioma are două soluții: cercurile circumscrise 
veiunghiurilor ABT, şi ABTa- 


19. Se aplică exere. 16, $3. 
şa. 


180. 


Dă) 2 1807.» 0 = 186 


4 ap ul = 


5. A şi E fiind punctele de intersecţie alo cercurilor, se observă ca triunghiul 0,04 
este dreptunghic în A şi m(503A) = 30. 


Exerciţii recapltulative 


25 
22, 
E . 
8. Fie (AB) coarda, M e arcul mic AB, P,O, R proiecţiile lui A7 pe tangentale în 1 şi 
A şi pe AB; dreapta MR taie cercul din nou în W. ANBR = AAMR, AAMQ = ANAR, 


din care se deduce că MR — HE, A. 


= MP - MQ. 2 


180 


4. Se va folosi puterea punctului A faţă de cerc. 


HB- IB"; sau se observă că punctele 
H faţă de acest cerc în două moduri. 


5. ABBA = AHAB” implică HA = EA” 
A, 8, 4", B' sint pe un cere şi se scrie puterea Ii 


Zn 
Pi Pi Pe 
8. Se va arăta că m(AFC) = m(AFB) = 180 — m(ABE). 


Fa 
10. Folosind patrulaterele inscriptibile A EDE şi ACDF, se va arăta că FDE = BAY. 


12. Fier < ri. C Pran,Oui folosind triunghiuri congruente, so 


arată că OC = AD = n. 


Pro.o. A și D 


Capitolul IV = 
Ce 
9. Dreapta paralelă cu axa absciselor, care conține punctul de coordonate (0, 2). 
3. Dreapta paralelă cu axa ordonatelor, care conţine punctul de coordonate (5, 0). 
3 (3 3). 5. (—2, 1), (6, 7): 6 b) m, c) 10/75, d) /î0.7. zet—3, 7]. 8. Se aplică 


roca teoremei lui Pitagora. v. Se arată câ lungimile a două laturi sint egal 
14. Punctul P corespunde lui Pg din teorema 8. Se poate aplica şi reciproca teoremei 
sui Pitagora, 19. 2 = —1. 13. Punctul de coordonate (0, 6). 


„az+2y—5=0. 


sa. 


19. 5x + 2y4+ 5=p0. 21. Da. 22. x + 3y =. 25.a_1,b> =. 
24. Ducă a — 0, dreptele PP, şi PaP, sint respectiv paralele cu axele de coordonate. 
Dacă a z 0, coelicientul unghiular al dreptei PP, este a, iar coeficientul unghiular al 


dreptei PP, este — A. Cele doua drepte sint evident perpendiculare. 28. Se numeşte 
a 

ecuaţia dreptei prin tăiet 

pectiv cu axele de coordonate. 


deoarece P, şi P, sint punctele de intersecţie ale dreptei res- 


şa. 


85. Măsurile în radiani ale unghiurilor ceruta sînt respectiv: a) 0, b) Zs <) = 


4) Ea „86. 150, se. a. aie al 


Capitolul V 


vă ua (La, 


(—1, 0), (0, —1n, 


7 
1. (—1 0), (—1, 0), (-— 


la. 9; 


am (Er aiminez) ») E ramine 2], c) if am ne z), 


a (E + aminez). 6 (2+Văhrry—t1=0 


şa. 


oh) =, î) 1,0, 


1 n) 4, b)coa 2E, 0) —1,d) —1, e) d. 1) 


s) —V/3, n — 1 4V/ 


2. — Fa 8. a) pară, b) pară pentru n par şi impară pentru n impar, c) nici pară 


4) Zi IE Figurind pe cercul unitate C 


nici impară, d) impară. 4. 
punctele Flo) = P (- 2» 3) și Po = o(- Ze 2%). se constata ca a > o și 


a—5 <[ i =). Be calculează șas(a — d) cu ajutorul formulei (2), îar sin (a — 4) cu 


ajutorul formulei (1). Goordonatele punctului Pta — 5) sint (. ză 8. Rezolvind sis- 


temul format din sin z + cos 2 = 0,2 și sintz-+ costz = 1 şi ţinind seama de cos z<0, 
se obține cosz = — ? „sin z= = . Coordonatele punctului Piz) sint (= Z, - - 


şa. 
0 3) 2) | SEA e 5 
maj V2IVE „Va rve e) LEE fi LEEA a 


«) Pee, 6. e) Se impart ambii membri cu 2 și se cunoaște că 4 


. oz, teii VW. 9. Se observă mai întii că 


77 — cost E şi cost5E — costi. În continuare râmine de arătat că cost E 
[a [i s 8 


saca) ja 


me Dar cos 25 — sin E ete. 10. Se scrie £ 


Fra 1 cele — cos 2a cos b şi după aplicarea formulelor (4) şi (2) se obţine E = 1. 


Deci £ nu depinde de a şi  deourece are valourea 1, oricare ar fi valorile reale ale 
imi a şi 3. 


ş4. 


1. 0. 2. h) Se scrie tg3a — ga —tga = tgia— = ia — 


cos 2a cos a 


cos îa cos 2a cos a — cos ta 


— tm ha. FOS 20 cos a — COS 0 ct. ş. 1. 4. n. 6. Rezolvind 
cos 2a cosa cos 2a cusa 


sistemul format. cu ecuaţiile 5 cos z + 10 sin e — 11 = 0 și costa + sintz = 1, se obţin 


— tn 3a: 


doua soluții E. 3) și (£ 2). Asadar, problema are doua soluţii: cos z = -D 


25! 
lg aa iute E al Zeal oa masi in mima SA: tg Sima în 
5 2 2 25 25 2 4 
5. 


4. a) Zeta a DUE) pi) o, e) usin ax cos(2 + Z)eas (2 5). 


1 + cosa 
sm a 


= tu + cos a) (4 + 


1) 4 cos az cos (2 SI Theo (2 2 =) 2. 0) ctg = „ conform formulei (12). 


1 + cosa 
sin a 


too 4 + sina) = ete 2-(sto pă + sin 5) SA 
sin a 2 2 


Deci 4 + cos a + ctg Z- =4+ cos a + 


Dacă sin = = 0, atunci $=0. 


Presupunem ca sin-£.7f 0. Se obţine, contorm indicaţiei, 25 sin = asin az sin SE zi 


sin az sin E 
Deci S$ = ——. Pentru transformarea sumei 7 se procedează în mod analog. 


sin £ 
EI 


cos îz sin 22 

Be obţine Z=———2, 
Fi 
sin -£ 
2 
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1. 3) minus, b) minus, c) plus, d) negativ, e) minus, 1) plus. 2. ivaficele sint. Leasate 
în figurile cure urinează 


o Sie d 2 
- 
-2 
îi 
Fig. R 3 
Capitolul VI 


z» 


as 


2. sm a 


= 3 1 (arcte ) s-ar părea 


cos z = 


că egalitatea este verificată oricare ar fi 2 2. Dar pentru > E . arc 


5 anetg SE Sid, deoarece -- Se, <0 şi se 3 >0, iar ari >0. 4) Dacă 
Z aa 


cos 2 = 0, pentru sinz=1 şi pentru sin 


—1, egalitatea este verificată. Dacă 
sin z + 2 cosz _ tea + — ME + talarcig 2) sala + aretg 2): 
cos z —2sinz 1 — dig — tpz-tglarctg 2) 


sa) ze (45 43), ») Dir ază 3, o ee fo, aa 
54. 
a sefa +rinezu(- 24 Suez, 
be (i + E ie zu (i — amine ze 


cos z st 0. atunci 


184 


Li 3 


+ 2 in e Zu (— arcces 


iati 


ne [i-m E + imin ez]. 
ame [ir minezu [- E minez). 


Be fivininazju (+ mrtezi. 


7. Ecuația se serie (lg e — 2) (Giga tite +3) = 0. Seobţiner e (arctg2 p 
+ ml ez). 


9. Se face substituţia cos z = y. Se obţine z e (3 + îm lke ZI. 


sc. 
je re (n — nresin Î + ien mezi) U tn + 2im i ks 2). 


2. te țE+ aim inezi u (uratn CZE + za ez) 


are (- 2 4 e prez) 


CE e amine zu (n + arin + aim rez] 


ata (n — area 
Bie- i roimirez). 


& te tim ne zu (Eram rez). 


za) 2, bv) tom, c) 2 


8. Dacă 7 ar fi perioadă, ar insemna că f(x + 7) = f(z), Vaze BR. Pentru z = 0, 
am avea sin4f + cos E 7 =, iar pentru = —T, —sin4 7 + cos /ăTr=a. 


Din cele două egalităţi se obține sin4T = 0 şi cos//2T= 1. În primul caz, din 
sin 47 =.0, rezultă 7 = , ke Z, iar cin cos//Î T=1, rezultă T=k'nV/3, k e Z. 


Deoarece nu există numere întregi k şi K' astiel ca cele două valori ale lui ' să fie egale, 
am ajuns la o' contradicţie. 


9. Se scrie h(z) = 2 sin 22 — 2/31 + cos 22) +2/3 — 3 = 2sin 22 — 2/5 
E 


cos 22:— 3 = 4 [sin 22 cos 2 — cos zsin 5) — 3 2 asin (22 — )-a şi se continuă 


ca la aplicaţia 4. 


Ptobleme recapitulative 


4. Fie C simetricul lui A faţă de M; AMNC a AMBA, AN > AB = NC, deci 
DD a MON > MAR. 


* 1, Fie ABCD patrulaterul şi (0) = AC N BD. Dacă ABCD este convex şi M un punct 
din plan, MA + MC > AC, MB + MD > BD. Dacă A BCD este concav, fie de exemplu 


ce int 4585; atunci CA + CB + CD < CA + (BO + OC) + (CO + 0D).= OA + 
+ OB + OC + OD, deci suma distanțelor de la C la virfuri este mai mică decit de la O. 
Aşadar proprietatea nu rămine valabilă pentru acest caz. 


8. (40) n B0= (8), (B0)n40= 10), (ADcint 4%, 10)= (BB) N (AD, 
O e (BE)C Int ACB, deci (CO intersectează segmentul (AB), 


12. Notind a = OA, semiplanele (aB şi (aC sint opuse. Pe Int A0k tmphieă 
(BP) Na = 8 şi (CP)Na= (D), deci De (CP). Reciproc, din De (CP) rezultă 
Pe (aB; pe de altă parte există E e (CD)NOB şi E e (CP), deci P şi D sint de 


aceeaşi parte a lui OB. Așadar P e Int 403. 


17. ABCD fiind trapezul dat ((AB) = baza mare), se ia punctul E astfel incit 
A e (EP) și (EA) m (DO). Triunghiul DEB va fi dreptunghic. 


19. Asemânarea ASPQ = ACBA rezultă în modul următor: PS şi SQ sint linii mij- 


= E 1 1 BE _ BC 
în CBE, CFE, deci PS=-—BE, SQ=—CF. Dar a 
leci 3 3 CF 20 şi motind 


(n) = BE NCP, avem 559 = BRE m BCĂ. Analog se arată că ATOM = ACBA. 
Putem scrie: 


10. 


PQ _ PS BE 1 AD _NM 


AB O BC 280 2 AB AB 


deci PO = NM şi analog QM = PN. 
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20. Fie A pe latura/CD)a pătratului CDEF; putem presupune că 4E > AB (schim- 
bind ia nevoie rolul lui £ cu cel al lui F). Atunci AC + AD + AE + AF>CD + AB +: 
+AP> AB + 2CD> ABU+V/2). Daca A şi B sint virturi opuse în pătrat, relaţia 
de mai sus devine o egalitate, deci aceasta este soluţia problemei. 


21. OM — ON < MN < ON + OM. 


27. Se va observa că AO, HO, este romb şi se va arăta că triunghiul ABC şi 0,0,0; 
sînt congruente, unde 0,, Os, O, sint centrele celor trei cecuri. 


28. Fio A” simetricul lui A faţă de punctul D. Punctele 4%, B, H, C sint situate pe 
un cere de diametru A“A, care conţine şi punctul 4. LA 


20. Luim M e (BD) astiel incit AICĂ m ACB. Se obţine: ACMB = ACDA şi 
ACMD = ACBA. 


81. Cele patru puncte sint virfurile unui dreptunghi. 7) 


32. Ecuațiile înălțimilor sint z -+ ay = 0, (10 — a)z + 2(10 — a)y 2 d — 20b = 0, 
(2 — a)z + 10(2 — a)y — d — 20 = 0, Se determina coordonatele punctului de inter- 
secţie a doua din mediatoare și se verifică ca este situat pe a treia. 


dare [77, 157, 2in) 
Pi Di Di 4 


4. a) [ee aim, kez] 


») (e nr ZE + aim, rez 


E 


c) (eu fE + ah, rsz). 
5r 

Apa „kezi. 
E Cl E + zi ) 


20 LE LII 


30. —, . Me 
29" Bal” Gai 


585. a) 4 cos a cos b câs e, 


vieti 


b) « cos a cos 


2 


e) 2/2 cos cos ( 


d esina sin (2 — E 
2 
39. a) 2, b)3,c) cs d) 1â. 
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40. a) ze mine zu (arag 3 + im ine ze b) Se trece totul în 


(3 
membrul sting şi se dă factor comun sin z — cos z, c) Se aplică formula (12) și se ajunge la 
sin.z — cos z — 1, d) După ce se transformă în sumă produsul de cosinusuri se ajunge la 


2 cos 2 = 1, e) Se aplică formulele (7) şi. (8) şi se obţine asi 7 cos et 


+ sin 2 cos? 2 — 2 cos = 0 sau cos 2 (3'cos z — sin 2 + îi eg. 
Deci z e (£ +2 ine zu (n + arsi 3 zimi ke ZU tn ramine 2). 


41. a) Ecuația este echivalentă cu 2 sin? z — (2m — 1) sin z — m = 0, 
b) Ecuația are soluţii oricare ar fi valorile reale ale lui m; 


c) Ecuația are soluţii dacă m e (—ro, DI E +). 


42) a), b), c), d). Se foloseşte indicaţia de la punctul e). 


44. So olservă câ (0) =(0N). Deci unghiurile triunghiului au măsurile 
5 5 
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